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και θα διορθωθούν στην επόμενη έκδοση.  
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1. Μαθηματικά σύμβολα 

 : για κάθε 

 : υπάρχει ένα τουλάχιστον 

 : δεν υπάρχει 

: ανήκει 

 : δεν ανήκει 

 : συνεπάγεται / άρα 

 : ισοδυναμεί 

ή : διάζευξη / ή το ένα ή το άλλο ή και    

      τα δύο 

 : σύζευξη / και το ένα και το άλλο 

:    : τέτοιο ώστε 

 : διάφορο 

: περίπου ίσο 

  : ή   ή   

 : μικρότερο 

 : μικρότερο ή ίσο 

 : μεγαλύτερο 

 : μεγαλύτερο ή ίσο 

   : κενό σύνολο 

 : άπειρο 

 : ένωση συνόλων 

 : τομή συνόλων 

 : υποσύνολο 

 : γνήσιο υποσύνολο 

: το σύνολο των πραγματικών  
       αριθμών 

 : το σύνολο  0  

: το σύνολο των ακέραιων αριθμών 
 : το σύνολο  0  

: το σύνολο των φυσικών αριθμών 
 : το σύνολο  0  

: το σύνολο των ρητών αριθμών 

 : το σύνολο των άρρητων 

 ,  : ανοικτό διάστημα,  , ,     

 ,  : κλειστό διάστημα,  , ,     

 ,  : ανοικτό δεξιά διάστημα,  

               , , ,       

 ,  : ανοικτό αριστερά διάστημα,  

               , , ,       

 ,  : περιέχει τα x    

 ,  : περιέχει τα x   

 ,  : περιέχει τα x    

 ,  : περιέχει τα x   

1 : γνησίως αύξουσα 

2 : γνησίως φθίνουσα 

3 : κυρτή 

:4  κοίλη 

5 : γνησίως αύξουσα και κυρτή 

7 : γνησίως φθίνουσα και κυρτή 

6 : γνησίως αύξουσα και κοίλη 

8 : γνησίως φθίνουσα και κοίλη 

 : κάθετες ευθείες 

: παράλληλες ευθείες 

 : τείνει / πλησιάζει 

 

Προσοχή!  

Στην ελληνική σχολική βιβλιογραφία δεν χρησιμοποιούνται τα σύμβολα  ,  ,  ,  . 
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2. Μαθηματική Λογική 
 

 

Μαθηματική πρόταση: 
Στα μαθηματικά λογική πρόταση (ή απλά πρόταση) λέγεται κάθε έκφραση με νόημα που μπορεί να 

χαρακτηριστεί ως αληθής ή ως ψευδής. 
 

 

Παράδειγμα: Έστω οι προτάσεις: α) Ο αριθμός 2 είναι θετικός και β) Το μηδέν είναι θετικός αριθμός 

Η πρόταση α) είναι αληθής ενώ η πρόταση β) είναι ψευδής 
 

 

Άρνηση μίας πρότασης: 
Άρνηση μίας πρότασης είναι η αντίθετη πρόταση. Αν μία πρόταση είναι αληθής τότε η άρνησή της είναι 

ψευδής και αντίστροφα. Για να διατυπώσουμε την άρνηση μίας πρότασης εργαζόμαστε με βάση τον 

παρακάτω πίνακα. 
 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 

 

 
Προσοχή! Η άρνηση της άρνησης είναι κατάφαση και μας επιστρέφει στην αρχική πρόταση. 
 

 

Παραδείγματα:  

α) Η πρόταση «το 3 είναι θετικός αριθμός» (αληθής) έχει ως άρνηση την πρόταση «το 3 δεν είναι  
     θετικός αριθμός» (ψευδής) 

β) Η πρόταση « 2020 2021 » (αληθής) έχει ως άρνηση την πρόταση « 2020 2021 » (ψευδής). 

γ) Η πρόταση « 2x 0 , x  » (αληθής) έχει ως άρνηση την πρόταση « 2x 0 , x  » (ψευδής). 
 

 

 

Σύζευξη δύο προτάσεων: 
Αν το «και» συνδέει δύο προτάσεις στα μαθηματικά, τότε αυτό σημαίνει ότι συμβαίνουν και οι δύο 

ταυτόχρονα. 
 

 

Παράδειγμα: Ο ισχυρισμός  x x 1 0   και   x 1 x 1 0    αληθεύει για εκείνα τα x για τα οποία 

αληθεύουν και οι δύο εξισώσεις, δηλαδή για x 1  . 
 

 

Διάζευξη δύο προτάσεων: 
Αν το «ή» συνδέει δύο προτάσεις στα μαθηματικά, τότε αυτό σημαίνει ότι συμβαίνει τουλάχιστον μία 

από τις δύο, δηλαδή η μία ή η άλλη ή και οι δύο.  
 

 

Παράδειγμα: Η εξίσωση   2 2x 1 x x 0    αληθεύει αν και μόνον αν ένας τουλάχιστον από τους 

παράγοντες 
2x 1  και 

2x x  είναι ίσος με μηδέν, δηλαδή αν και μόνον αν ισχύει διάζευξη 
2x 1 0    

Κατάφαση Άρνηση 

    
    

 : για κάθε  : υπάρχει τουλάχιστον 

ένα 

 : υπάρχει τουλάχιστον 
ένα 

 : δεν υπάρχει 

: ανήκει  : δεν ανήκει 
  ή  

ή    

είναι δεν είναι 
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ή  2x x 0  . Παρατηρούμε ότι για x 1  αληθεύουν και οι δύο, για x 1   αληθεύει μόνο η πρώτη 

και για x 0  αληθεύει μόνο η δεύτερη. 
 

 

 

Συνεπαγωγή ( , αν … τότε) – Αντιστροφή συνεπαγωγής –  

Η αλήθεια μίας συνεπαγωγής: 
 

Συνεπαγωγή: Στα μαθηματικά ορισμένες προτάσεις έχουν μία υπόθεση «αν» και ένα συμπέρασμα 

«τότε». Η πορεία από το «αν» στο «τότε» είναι η συνεπαγωγή και συμβολίζεται ως εξής: Αν P είναι η 

υπόθεση και Q το συμπέρασμα έχουμε P Q . 
 

 

Παράδειγμα: Έχουμε την συνεπαγωγή «Αν 2 2 0    τότε 0   και 0  » , η οποία συμβολίζεται 

ως 2 2 0 0      και 0  . 
 

 

Αντιστροφή της συνεπαγωγής είναι η πρόταση που προκύπτει αν γίνει εναλλαγή της υπόθεσης με το 
συμπέρασμα σε μία συνεπαγωγή. Δηλαδή το συμπέρασμα γίνεται υπόθεση και η υπόθεση συμπέρασμα. 
 

Προσοχή! Αν μία συνεπαγωγή είναι αληθής δεν έπεται ότι και η αντιστροφή της είναι αληθής. 
 

 

Ισοδυναμία ( )  ή διπλή συνεπαγωγή: 
Η ισοδυναμία είναι μία διπλή συνεπαγωγή που συνδέει δύο προτάσεις οι οποίες εκφράζουν το ίδιο 

πράγμα με άλλα λόγια. Το σύμβολο της ισοδυναμίας    διαβάζεται «ισοδύναμα» ή «αν και μόνον 

αν» ή «τότε και μόνον τότε» . 
 

 

Παράδειγμα: Έστω η διπλανή τριπλή ισοδυναμία: 2 2x 1 1 x 0 x 0      . Παρατηρούμε ότι 

κάθε μία από τις προτάσεις 2x 1 1  , 2x 0  και x 0  εκφράζουν το ίδιο πράγμα. 
 

 

Αντιθετοαντίστροφη είναι η αντίθετη και η αντίστροφη πρόταση μίας συνεπαγωγής. Δηλαδή αν έχουμε 

την πρόταση «P» τότε η αντίθετή της είναι η «όχι P» και ομοίως για την «Q» αντίθετή της είναι η «όχι 

Q». Τότε η αντιθετοαντίστροφη της P Q  είναι η    ό Q ό P   . 

Προσοχή! Είναι πολύ σημαντικό να γνωρίζουμε ότι οι δύο αυτές συνεπαγωγές είναι ισοδύναμες δηλαδή

      P Q ό Q ό P     . Έτσι θα καταλαβαίνουμε ότι θα ισχύει πάντα το αντιθετοαντίστροφο 

μίας πρότασης (φυσικά το γνωρίζουμε εμπειρικά, θα χρειάζεται να το αποδείξουμε).  

 
 

 

Παράδειγμα 1
ο
 : Έστω η συνεπαγωγή 0 0     . Η αντιθετοαντίστροφή της είναι η 

συνεπαγωγή 0 0     . Προφανώς και οι δύο μας λένε το ίδιο πράγμα, δηλαδή ότι ο μοναδικός 

αριθμός που η ρίζα του κάνει μηδέν είναι το μηδέν και ισχύει    0 0 0 0          . 

Παράδειγμα 2
ο
 (Από Γ΄Λυκείου): Έστω η συνεπαγωγή «Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη τότε 

είναι και συνεχής». Η αντιθετοαντίστροφή της είναι η συνεπαγωγή «Αν η συνάρτηση f δεν είναι 
συνεχής τότε δεν είναι παραγωγίσιμη» . Οι δύο συνεπαγωγές είναι ισοδύναμες. Αυτό που μας 

ενδιαφέρει είναι το γεγονός ότι η αντιθετοαντίστροφη είναι αληθής , πράγματι έστω ότι είναι 

παραγωγίσιμη τότε από την αρχική συνεπαγωγή θα είναι και συνεχής και καταλήγουμε σε άτοπο. 
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3. Σύνολα 
 

Ορισμός συνόλου: 
Ονομάζουμε σύνολο κάθε συλλογή αντικειμένων, που προέρχονται από την εμπειρία μας (συγκεκριμένα 

αντικείμενα) ή την διανόησή μας (αφηρημένα αντικείμενα) , είναι καλά ορισμένα και διακρίνονται το ένα 

από το άλλο. 
 

Τα αντικείμενα αυτά, που αποτελούν το σύνολο, ονομάζονται στοιχεία ή μέλη του συνόλου. 
 

Τα σύνολα συνήθως τα συμβολίζουμε με κεφαλαία γράμματα του Ελληνικού ή Λατινικού αλφαβήτου.  
 

 

Παράσταση συνόλου: 
Τα σύνολα παριστάνονται με αναγραφή ή περιγραφή: 

 Παράσταση με αναγραφή έχουμε όταν μεταξύ δύο αγκίστρων γράφουμε αναλυτικά όλα τα στοιχεία του 

συνόλου. Για παράδειγμα το σύνολο Α που περιέχει τους αριθμούς 1,2,3,4,5,6 γράφεται: 

 1,2,3,4,5,6  . 

Ο τρόπος αυτός χρησιμοποιείται συνήθως όταν τα στοιχεία του συνόλου είναι σχετικά λίγα. Πολλές 
φορές όμως χρησιμοποιούμε έναν παρόμοιο συμβολισμό και για σύνολα που έχουν πολλά ή άπειρα 

στοιχεία, γράφοντας μερικά από αυτά και αποσιωπώντας τα υπόλοιπα, αρκεί βέβαια να είναι σαφές 

ποια είναι τα υπολειπόμενα στοιχεία. Για παράδειγμα το σύνολο Β των ακεραίων από το 1 έως το 100 

συμβολίζεται ως:  1,2,3, ,100  . 

 Παράσταση με περιγραφή έχουμε όταν από ένα σύνολο Ω επιλέγουμε εκείνα τα στοιχεία του, που 

έχουν μια ορισμένη ιδιότητα. Για παράδειγμα το σύνολο Β των ακεραίων από το 1 έως το 100, 

γράφεται:  x /1 x 100      και διαβάζεται: To B περιέχει τα x που ανήκουν στο σύνολο των 

ακεραίων, όπου το x παίρνει τιμές από το 1 έως το 100. 
 

Σχόλιο: Αν ένα σύνολο Α περιέχει ένα μοναδικό στοιχείο x τότε το ονομάζουμε και μονοσύνολο και 

συμβολίζεται ως:  x  . Επίσης αν ένα σύνολο Β περιέχει δύο στοιχείο 1 2x , x  τότε το ονομάζουμε 

δισύνολο και συμβολίζεται  1 2x ,x  .  

 
Σχόλιο: Αν από ένα σύνολο Α θέλουμε να εξαιρέσουμε συγκεκριμένες τιμές τότε μπορούμε να το 

γράψουμε ως  1 2 3x ,x ,x  , όπου 1 2 3x ,x ,x   είναι οι τιμές που εξαιρούμε.  

 

Σχόλιο: Ένα σύνολο πρέπει να είναι, όπως συνηθίζουμε να λέμε, «καλώς ορισμένο». Αυτό σημαίνει ότι 
τα στοιχεία του μπορούν να αναγνωρίζονται με σιγουριά. Για παράδειγμα, δεν μπορούμε να μιλάμε για 

το σύνολο των μεγάλων πραγματικών αριθμών, καθώς αυτό δεν είναι σύνολο, αφού δεν υπάρχει κανόνας 

που να καθορίζει αν ένας πραγματικός αριθμός είναι ή δεν είναι μεγάλος. Αν όμως θεωρήσουμε τους 
πραγματικούς αριθμούς που είναι μεγαλύτεροι του 100000000, τότε αυτοί αποτελούν σύνολο, καθώς 

αναγνωρίζονται με σιγουριά. 

 
 

Βασικά αριθμητικά σύνολα: 
  σύνολο των φυσικών αριθμών (Natural). Είναι  0,1,2,3, . 

  σύνολο των ακεραίων αριθμών (Integer). Είναι  , 2, 1,0, 1, 2,     . 

  σύνολο των ρητών αριθμών (Rational Numbers). Ρητοί αριθμοί είναι αυτοί που μπορούν να 

γραφούν ως κλάσμα, δηλαδή / , , 0
 

     
 

 .  

   σύνολο των άρρητων αριθμών (Irrational). Άρρητοι είναι αυτοί που δεν μπορούν να γραφούν ως 

κλάσμα της μορφής 



 με ,   και 0  , δηλαδή οι άρρητοι είναι οι αριθμοί που δεν είναι ρητοί. 
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Οι άρρητοι έχουν άπειρα δεκαδικά ψηφία, τα οποία δεν είναι περιοδικά.                                               

Για παράδειγμα 3,14159 , 2 1,41421    και e 2,71828 . 

 

  σύνολο των πραγματικών αριθμών (Real). Το σύνολο αυτό περιλαμβάνει όλους τους γνωστούς 

αριθμούς που αναφέρονται στα παραπάνω σύνολα. 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

Σχόλιο: Όταν σε ένα από τα προηγούμενα σύνολα εξαιρούμε το μηδέν, τότε το συμβολίζουμε με έναν 

αστερίσκο στον εκθέτη του. Για παράδειγμα το   είναι το σύνολο  0 . 

 
 

Ίσα σύνολα: 
Δύο σύνολα Α και Β λέγονται ίσα, όταν έχουν ακριβώς τα ίδια στοιχεία. Με άλλα λόγια δύο σύνολα Α 
και Β λέγονται ίσα, όταν κάθε στοιχείο του Α είναι και στοιχείο του Β και αντιστρόφως, δηλαδή κάθε 

στοιχείο του Β είναι και στοιχείο του Α. 

Αν τα σύνολα Α και Β είναι ίσα γράφουμε  . 
 

 

Υποσύνολα συνόλου: 
Ένα σύνολο Α είναι υποσύνολο ενός συνόλου Β, όταν κάθε στοιχείο του Α είναι και στοιχείο του Β. 

Στην περίπτωση αυτή γράφουμε    . Άμεσες συνέπειες είναι: 

α)    για κάθε σύνολο Α. 

β) Αν     και     τότε    . 

γ) Αν     και     τότε  . 
 

Προσοχή! Αν     μπορεί και να ισχύει  . Στην ουσία αν     το σύνολο Α περιέχεται στο Β. 
 

Σχόλιο: Για τα βασικά αριθμητικά σύνολα ισχύει:    . 
 

 

Γνήσια υποσύνολα συνόλου: 
Ένα σύνολο Α είναι γνήσιο υποσύνολο του Β, όταν     όμως δεν ισχύει    , δηλαδή δεν ισχύει 

 . Στην περίπτωση αυτή γράφουμε    . 
 

 

Κενό σύνολο: 
Ένα σύνολο που δεν έχει στοιχεία λέγεται κενό σύνολο και συμβολίζεται ως    ή  . 

Το κενό σύνολο είναι υποσύνολο οποιουδήποτε συνόλου Α, δηλαδή    για κάθε σύνολο Α. 
 

 

Παράδειγμα: Έστω το σύνολο  2x / x 1     . Επειδή η εξίσωση 
2x 1   είναι αδύνατη στο 

, το Α δεν έχει κανένα στοιχείο, δηλαδή     . 
 

 

 

Πραγματικοί αριθμοί  
 

Ρητοί αριθμοί  
 

 

  Άρρητοι  

  αριθμοί   

 

 

 

Ακέραιοι αριθμοί  

 

Φυσικοί αριθμοί  
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Πράξεις μεταξύ συνόλων:  
 Ένωση δύο υποσυνόλων Α,Β ενός βασικού συνόλου Ω, λέγεται το 

σύνολο των στοιχείων του Ω που ανήκουν σε ένα τουλάχιστον από τα 
σύνολα Α και Β. 

Συμβολίζεται ως  x / x A ή x B     . 

 Τομή δύο υποσυνόλων Α,Β ενός βασικού συνόλου Ω, λέγεται το 

σύνολο των στοιχείων του Ω που ανήκουν και στα δύο σύνολα Α,Β. 

Συμβολίζεται ως  x / x A x B     . 

 

 Συμπλήρωμα ενός υποσυνόλου Α ενός βασικού συνόλου Ω, λέγεται το 

σύνολο των στοιχείων του Ω που δεν ανήκουν στο Α. 

Συμβολίζεται ως  x / x A    . 

 

4. Οι πράξεις και οι ιδιότητες των πραγματικών αριθμών 
 

 
Οι πραγματικοί αριθμοί, όπως αναφέραμε προηγουμένως, αποτελούνται από τους ρητούς και τους 

άρρητους αριθμούς. Κάθε αριθμός παριστάνεται με ένα σημείο πάνω σε έναν άξονα, που ονομάζεται 

άξονας των πραγματικών αριθμών. 

 

Πράξεις: 
Στους πραγματικούς αριθμούς έχουν ορισθεί οι πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού, οι 

οποίες έχουν τις παρακάτω ιδιότητες. 
 

 

 

 
 

 

 
 

 
 

 

 

Σχόλιο: Η αφαίρεση και η διαίρεση ορίζονται με την βοήθεια της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού 

αντίστοιχα ως εξής: 

 Για να βρούμε την διαφορά δύο αριθμών, προσθέτουμε στον μειωτέο τον αντίθετο του αφαιρετέου. 

Δηλαδή        . 

 Για να βρούμε το πηλίκο δύο αριθμών, πολλαπλασιάζουμε τον διαιρετέο με τον αντίστροφό του 

διαιρέτη. Δηλαδή, 
1

:


     
 

 με 0  . 

 

Άλλες ιδιότητες των πράξεων: 
 Στα δύο μέλη μίας ισότητας μπορούμε να προσθέσουμε (ή να αφαιρέσουμε) τον ίδιο αριθμό και το 

αντίστροφο. Η αντίστροφη πρόταση λέγεται νόμος διαγραφής της πρόσθεσης και μας δίνει την 
δυνατότητα να διαγράψουμε ένα προσθετέο και από τα δύο μέλη μίας ισότητας.  
Δηλαδή:           . 

Ιδιότητα Πρόσθεση Πολλαπλασιασμός 

Αντιμεταθετική              

Προσεταιριστική                             

Ουδέτερο στοιχείο 0     1     

Συμμετρικό στοιχείο  
(αντίθετος – 

αντίστροφος ) 

 

  0     
1

1 , 0    


 

Επιμεριστική               
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 Τα δύο μέλη μίας ισότητας μπορούμε να τα πολλαπλασιάσουμε (ή να τα διαιρέσουμε) με έναν μη 

μηδενικό αριθμό και αντίστροφα. Η αντίστροφη πρόταση λέγεται νόμος διαγραφής του 
πολλαπλασιασμού και μας δίνει την δυνατότητα να διαγράψουμε και από τα δύο μέλη μίας ισότητας 

τον ίδιο μη μηδενικό παράγοντα. Δηλαδή:        , 0  . 
Προσοχή! Αν 0   τότε η ισότητα που θα δημιουργεί είναι πιθανό να είναι ψευδής για παράδειγμα 

3 0 7 0 3 7     . 

 Δύο ισότητες μπορούμε να τις προσθέσουμε κατά μέλη. Δηλαδή αν     και     τότε        . 

Προσοχή! Το αντίστροφο της πρότασης αυτής δεν ισχύει πάντα, δηλαδή αν         τότε δεν 

μπορούμε να γνωρίζουμε ότι     και    . Για παράδειγμα αν 2 5 3 4    τότε ποιοι αριθμοί 

μπορούμε να ισχυριστούμε ότι είναι ίσοι; Προφανώς δεν υπάρχουν ίσοι. 

 Το γινόμενο δύο αριθμών είναι ίσο με το μηδέν αν και μόνον αν ένας από τους δύο ισούται με μηδέν. 

Δηλαδή: 0 0       ή 0  . 

 Το γινόμενο δύο αριθμών είναι διαφορετικό του μηδενός αν και μόνον αν και οι δύο είναι διάφοροι του 

μηδενός. Δηλαδή: 0 0       και 0  . 

 

5. Διαστήματα πραγματικών αριθμών 
 

 

Αν ,   με    , τότε ονομάζεται διάστημα με άκρα τα α,β καθένα από τα παρακάτω διαστήματα: 

    , x / x        : ανοικτό διάστημα 

    , x / x        : κλειστό διάστημα 

    , x / x        : κλειστό – ανοικτό διάστημα 

    , x / x        : ανοικτό – κλειστό διάστημα 
 

Αν  , τότε ονομάζουμε μη φραγμένα διαστήματα με άκρο το α καθένα από τα παρακάτω 

διαστήματα: 

    , x / x       

    , x / x       

    , x / x       

    , x / x       
 

Υπό μορφή διαστήματος το σύνολο  το συμβολίζουμε με  ,  . 
 

Τα σημεία ενός διαστήματος Δ, που είναι διαφορετικά από τα άκρα του, λέγονται εσωτερικά σημεία του 

διαστήματος Δ. 
 

Πλάτος ενός διαστήματος (ανοιχτού ή κλειστού) με άκρα τα ,   με     είναι ο αριθμός    . 

Δηλαδή κάθε ένα από τα διαστήματα      , , , , ,       και  ,   έχουν πλάτος    . 
 

Κάθε διάστημα περιέχει άπειρους πραγματικούς αριθμούς ανεξάρτητα από το πλάτος του, καθώς 
ανάμεσα από δύο αριθμούς υπάρχουν άπειροι αριθμοί. 

 

6. Οι δυνάμεις και οι ιδιότητές τους 
 

 

Δύναμη είναι μία μαθηματική πράξη που συμβολίζεται ως 
  με το   να είναι η βάση και ο 

  

εκθέτης. Ισχύει ότι 

έ



  

          .  

Επίσης ορίζουμε: 1 ,     και για 0  : 
0 1   και 

1


 


  με 

  . 

Το μηδέν σε όποια δύναμη και να υψωθεί ισούται με μηδέν: 0 0   με 
 . 
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Οι ιδιότητες των δυνάμεων είναι οι εξής: 
 

         με ,    

 







 


 με ,    και 0   

  
      με   

 





  
  

  
 με   και 0   

  


     με ,    

 

 
   

   
   

 με   και 0   

 

7. Ταυτότητες 
 

 

Ταυτότητα ονομάζεται κάθε ισότητα που περιέχει μεταβλητές και επαληθεύεται για όλες τις τιμές των 
μεταβλητών αυτών.  
 

Σημαντικότερες ταυτότητες: 

  
2 2 22        

  
2 2 22        

   2 2        

  
3 3 2 2 33 3           

  
3 3 2 2 33 3           

   3 3 2 2        

   3 3 2 2        

   21 2 3 2 1                     με   περιττό. 

Για παράδειγμα   1 2 31 1 1                

   21 2 3 2 1                    με   περιττό. 

Για παράδειγμα   1 2 31 1 1               

  
2 2 2 2 2 2 2                

 

Αναγωγή σε ταυτότητες: 

      
22 2 2 22                 

      
22 2 2 22                

      
33 3 3 2 2 33 3                    

      
33 3 3 2 2 33 3                    

          
22 2 22 2 2 2                          

 

      2 2 2 2 2 2            
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8. Λόγοι – Αναλογίες  
 

 

Λόγος δύο αριθμών είναι το πηλίκο τους. Δηλαδή ο λόγος των ,   με 0   είναι :


  


. 

 

Ιδιότητες αναλογιών: 

 
 
  

 
 με 0   . 

 
   
  

   
 με 0      . 

 
      
  

   
 με 0   . 

 
   
  

       
 με    0          . 

 Αν 
 


 
 τότε 

    
 

    
  με   0       . 

 
 

9. Απόλυτη τιμή πραγματικού αριθμού 
 

 

Η απόλυτη τιμή ενός πραγματικού αριθμού x συμβολίζεται με x  και ορίζεται από τον τύπο: 

x ,x 0
x

x ,x 0










 

Γεωμετρικά, το x  παριστάνει την απόσταση της εικόνας του αριθμού x από την εικόνα του αριθμού 

μηδέν. Για παράδειγμα είναι 33   αφού ο αριθμός 3  απέχει 3 από τον αριθμό μηδέν.            

Ομοίως  είναι 2 2  . 

 

Επίσης η απόλυτη τιμή της διαφοράς α β , δηλαδή το   , παριστάνει την απόσταση των αριθμών 

α,β και συμβολίζεται με  d α,β α β  .  

Για παράδειγμα είναι    d 2, 3 2 3 2 3 5 5         . 

 

Συνέπειες του ορισμού: 

 x x 0    για κάθε x  (η ισότητα ισχύει μόνον για x 0 , βλέπε επόμενο) 

 0x 0 x 0 x       

 x x  για κάθε x με την ισότητα να ισχύει για κάθε x 0 . 

 x x   για κάθε x με την ισότητα να ισχύει για κάθε x 0 . 

 Συνδυάζοντας τις δύο προηγούμενες προκύπτει xx x    για κάθε x . 

 x xy y     
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Ιδιότητες απολύτων: 

 αβ       για κάθε ,  . 

 



 

 για κάθε ,   με 0  . 

 x x x
     με   άρτιο, για κάθε x . π.χ.  

2 2 2
2          . 

 (Τριγωνική Ανισότητα):             για κάθε ,  .  

Σύμφωνα με την τριγωνική ανισότητα είναι             

           . 

Στην τριγωνική ανισότητα για τις ισότητες έχουμε: 

    
22 2 22

2                       

2  22    2  22    2 2 0          

Άρα        για κάθε ,   με την ισότητα να ισχύει για κάθε 0  . 

    
2 22 2

                    

2 2 2 2 22 2              22    2  22    

2 2 0           

Άρα        για κάθε ,   με την ισότητα να ισχύει για κάθε 0  . 

 

Εξισώσεις και ανισώσεις στα απόλυτα: 

 Για κάθε x  και ω 0  ισχύει: x x     

 Για κάθε x  και ω < 0  η εξίσωση x    είναι αδύνατη. 

 Για κάθε x , 0x   και 0   ισχύει: 0 0 0x x x x x         

 Για κάθε x , 0x   και 0   ισχύει: 0 0x x x x       ή 0x x    

 Για κάθε x  και ω > 0  ισχύει:   ω ω x ωx       

 Για κάθε x  και ω > 0  ισχύει: x ω x ω    ή x ω   

 Για κάθε x  και ω < 0  η ανίσωση x ω  είναι αδύνατη. 

 Για κάθε x  και ω < 0  ισχύει: x ω    

 

10. Ρίζες πραγματικών αριθμών 

ν – οστή ρίζα: 

Αν 0  , τότε  ν – οστή ρίζα του πραγματικού αριθμού 0     , ονομάζουμε τη μη αρνητική λύση 

της εξίσωσης x   . Δηλαδή  ν – οστή ρίζα του 0     , λέγεται ο αριθμός x 0  που αν υψωθεί 

στην ν – οστή μας δίνει τον 0  . 
 

 

Ιδιότητες ριζών: 

 Αν 
  άρτιος τότε  

, 0

, 0

  



  
   

  
 με   . Για παράδειγμα 

2 ,    . 

 Αν 
  περιττός τότε  

     με 0  . Για παράδειγμα 
3 3 , 0     . 

          με , 0    και 
 . 
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 Αν   άρτιος τότε         με   και 0  . 

 Αν   περιττός τότε         με , 0   . 

  
έ έ


     



     

                με 0   , ,    και    . 

 





 



 με 0  , 0   και  .  

 
      με 0   και ,   . 

 

 
      με 0   και , ,    . 

  


     με 0   και  . 

 

 

Συνέπειες ορισμού και ιδιοτήτων: 

 Για   έχουμε: x 0 x 0    . 

 Για    και   άρτιο έχουμε x x x x
               . 

 Για    και   περιττό έχουμε x x x
           . 

 

 

11. Η εξίσωση νx =ω  
 

 Για 0   και   περιττό έχουμε: x x      

 Για 0  και   περιττό έχουμε: x x       

 Για 0   και   άρτιο έχουμε: x x       

 Για 0  και   άρτιο η x    είναι αδύνατη.  

 
 

 

Παράδειγμα: Να λύσετε τις εξισώσεις: α) 
3x 8         β) 

3x 27          γ) 
2x 9         δ) 

2x 12     
 

Λύση 
 

α) 3 3x 8 x 8 x 2      

 

β) 
3 33x 27 x 27 x 27 x 3             

 

γ) 2x 9 x 9 x 3        

 

δ) 
2x 12   είναι αδύνατη. 

 

Αν έχουμε εξίσωση της μορφής  x    όπου  x  μία παράσταση του x εργαζόμαστε με τον ίδιο 

τρόπο λύνοντας αρχικά ως προς  x  και στην συνέχεια ως προς x. 

 

Παράδειγμα: Να λύσετε τις εξισώσεις:  

α)  
3

x 1 8           β)  
3

x 1 27            γ)  
2

x 2 9           δ)  
2

x 4 12      
 

Λύση 
 

α)  
3 3x 1 8 x 1 8 x 1 2 x 1           
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β)  
3 33x 1 27 x 1 27 x 1 27 x 1 3 x 2                    

 

γ)    2
x 2 9 x 2 9 x 2 3 x 1           ή  x 2 9 x 2 3 x 5           

 

δ)  
2

x 4 12    είναι αδύνατη. 

 

12. Οι ανισότητες και οι ιδιότητές τους 

Βασικές ανισότητες: 
 

 Αν   άρτιος  τότε 0   για κάθε   με την ισότητα να ισχύει για 0  . 

 0    για κάθε 0   και   με την ισότητα να ισχύει για 0  . 

 0     για κάθε   με την ισότητα να ισχύει για 0  . 

 

Προφανώς αν  A x  είναι μία παράσταση του x τότε μπορούν να γενικευτούν ως εξής: 

 Αν   άρτιος  τότε  A x 0   για κάθε  A x   με την ισότητα να ισχύει για  x 0  . 

  A x 0   για κάθε  A x 0  και   με την ισότητα να ισχύει για  x 0  . 

    A x A x 0    για κάθε  A x   με την ισότητα να ισχύει για  x 0  . 

 

Συνέπειες βασικών ανισοτήτων: 
 

 Αν ,    άρτιοι τότε 0 0        και 0   για κάθε ,  . 

 Αν ,    άρτιοι τότε 0 0 ή 0          για κάθε ,  . 

 Αν ,    άρτιοι τότε 0 0 0              και 0   για κάθε ,  . 

 Αν ,    τότε 0 0         και 0   για κάθε  , 0,   . 

 Αν ,    τότε  0 0 ή 0           για κάθε  , 0,   . 

 Αν ,    τότε 0 0 0               και 0   για κάθε  , 0,   . 

 0 0        και 0   για κάθε ,  . 

 0 0 ή 0          για κάθε ,  . 

 0 0 0             και 0   για κάθε ,  . 

 

Προφανώς αν  A x ,  x  είναι παραστάσεις του x τότε μπορούν να γενικευτούν ως εξής: 

 Αν ,    άρτιοι τότε      x B x 0 A x 0       και  B x 0  για κάθε    A x ,B x  . 

 Αν ,    άρτιοι τότε        x B x 0 A x 0 ή B x 0        για κάθε    A x ,B x  . 

 Αν ,    άρτιοι τότε          x B x 0 x B x 0 A x 0             και  B x 0  για 

κάθε    A x ,B x  . 

 Αν ,    τότε      A x B x 0 A x 0      και  B x 0  για κάθε  A x 0  και  x 0  . 

 Αν ,    τότε         A x B x 0 A x 0 ή B x 0       για κάθε  A x 0  και  x 0  . 

 Αν ,    τότε          A x B x 0 A x B x 0 A x 0          και  B x 0  για κάθε 

 A x 0  και  x 0  . 

      A x B x 0 A x 0     και  B x 0  για κάθε    A x ,B x  . 
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        A x B x 0 A x 0 ή B x 0      για κάθε    A x ,B x  . 

          A x B x 0 A x B x 0 A x 0        και  B x 0  για κάθε    A x ,B x  . 

 

Ιδιότητες ανισοτήτων: 

 





 


 


 για κάθε , ,    

            για κάθε , ,    

        για κάθε ,   και  0  . 

        για κάθε ,   και  0  . 

 





 
     

  
 για κάθε , , ,     

 
0

0







 
  

   
 για κάθε  , , , 0,      

 Αν   άρτιος τότε         για κάθε  , 0,   . 

 Αν   άρτιος τότε         για κάθε  , ,0    

 Αν   περιττός τότε         για κάθε ,   

 Αν 0   για κάθε ,   τότε οι α,β είναι ομόσημοι. 

 Αν 0   για κάθε ,   τότε οι α,β είναι ετερόσημοι. 

 
0

0
0




 



 

 
 . (Προσοχή! Δεν ισχύει 

0
0

0

 
  

 


   ) 

 
0 0

0 0

    





 


 


 .  (Η ισοδυναμία ισχύει αν ισχύουν και τα δύο ταυτόχρονα) 

 
0

0
0




 



 

 
. (Προσοχή! Δεν ισχύει 

0
0

0

 
  

 


   ) 

 
0 0

0 , 0

    

  




 


 


 .  (Η ισοδυναμία ισχύει αν ισχύουν και τα δύο ταυτόχρονα) 

 
0

0

0













 

 

 

 
0

0

0













 

 

 

 
0 0

0
0




 



  


 

 

 

 
0 0

0
0




 



  


 

 

 

 
1 1

  
 

 για κάθε ,   ομόσημους. 
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13. Δύναμη με ρητό εκθέτη 

Αν 0   ,   και   τότε ορίζουμε 


     . 

Επιπλέον αν ,    τότε ορίζουμε 0 0 0


    . 

 

Προφανώς αν  A x  είναι μία παράσταση του x τότε γενικεύεται ως εξής: 

Αν   και   τότε ορίζουμε    A x A x


    για κάθε  x 0  . 

 

 
 

Παράδειγμα: Να γράψετε σε μορφή δύναμης τις παρακάτω παραστάσεις, αναφέροντας τους 

αντίστοιχους περιορισμούς. 

α) 
5 3             β) 

3 2  
 

Λύση 

 

α) Για να ορίζεται η παράσταση 
5 3  πρέπει 3 0 0      και είναι 

3
5 3 5    για κάθε 0  . 

β) Για να ορίζεται η παράσταση 
3 2  πρέπει 2 0   το οποίο ισχύει για κάθε   άρα ορίζεται για 

κάθε   και είναι 

 

2

3
3 2

2

3

, 0

, 0

  


 





 




 

  (αφού η βάση θα πρέπει να είναι μη αρνητική). 

 

14. Εξισώσεις και ανισώσεις 1ου βαθμού 

Η εξίσωση αx +β = 0 : 
 

Είναι  x 0 x 1        

 Αν 0   τότε  1 x


  


 και η εξίσωση έχει μοναδική λύση. 

 Αν 0   τότε  1 0 x     και διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις: 

 Αν 0   τότε  1 0 x 0    και αληθεύει για κάθε x  , δηλαδή είναι ταυτότητα.  

 Αν 0   τότε είναι αδύνατη, δηλαδή δεν έχει καμία λύση. 

 

Η ανίσωση αx +β 0  ή 0 : 
 

Είναι  x 0 x 1        

 Αν 0   τότε  1 x


  


 . 

 Αν 0   τότε  1 x


  


 . 

 Αν 0   τότε  1 0 x     και διακρίνουμε τις παρακάτω περιπτώσεις: 

 Αν 0 0      τότε αληθεύει για κάθε x . 

 Αν 0 0      τότε είναι αδύνατη. 

 Αν 0 0      τότε ισχύει ως ισότητα. 

Ομοίως με την ίδια λογική λύνεται η x 0   . 
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15. Το τριώνυμο 2αx +βx+ γ = 0  

 

Το τριώνυμο ως εξίσωση 2ου βαθμού: 

 
2x x 0      με , ,    και 0   έχει διακρίνουσα 2 4      

 Αν 0   τότε το τριώνυμο δεν έχει ρίζες.  

 Αν 0   τότε το τριώνυμο έχει μία «διπλή» ρίζα την x
2


 


. 

 Αν 0   τότε το τριώνυμο έχει δύο άνισες ρίζες τις 
1,2x

2

  



.  

 Αν 0   τότε το άθροισμα και το γινόμενο των ριζών δίνονται από τους τύπους του Vieta: 

1 2

β
S = x + x =

α
    και    1 2

γ
P = x x =

α
. 

Η εξίσωση του τριωνύμου μπορεί να γραφεί και στην μορφή 2
x Sx + P = 0 . 

 

 

Διακρίνουμε και τις παρακάτω περιπτώσεις: 

 Αν β = γ = 0  τότε το τριώνυμο έχει μορφή 2
αx = 0  και διακρίνουσα 0   άρα έχει μία «διπλή» ρίζα 

την x 0
2


  


.  

Πολύ πιο εύκολα μπορούμε να λύσουμε την εξίσωση ως εξής:  2 2
αx = 0 x = 0 x = 0 . 

 

 Αν β 0  και γ = 0  τότε το τριώνυμο έχει μορφή 2
αx + βx = 0  και διακρίνουσα 2 0     άρα έχει 

δύο άνισες ρίζες τις 1,2x
2

  



. Πολύ πιο εύκολα μπορούμε να λύσουμε την εξίσωση ως εξής: 

   2 β
αx + βx = 0 x αx + β = 0 x = 0 ή x =

α
 

 

 Αν β = 0  και γ 0  τότε το τριώνυμο έχει μορφή 2
αx + γ = 0  και διακρίνουσα 2 4 4         . 

Αν α,γ ομόσημοι τότε 0   και η εξίσωση είναι αδύνατη, ενώ αν α,γ ετερόσημοι τότε 0   και η 

εξίσωση έχει δύο άνισες ρίζες τις 1,2 2

4
x

2 2

      
         

    
. 

Πολύ πιο εύκολα μπορούμε να λύσουμε την εξίσωση ως εξής:  

 









   



2 2 2

γ
γ x = , α,γ ετερόσημοι

αx + γ = 0 αx = γ x = α
α

Αδύνατη , α,γ ομόσημοι


 

 

Περιπτώσεις με βάση την διακρίνουσα και τους τύπους Vieta: 

 Αν Δ > 0  και 
β

S = = 0
α

 τότε το τριώνυμο έχει αντίθετες ρίζες γιατί: 

Αν 1x , 2x  είναι οι ρίζες τότε 1 2 1 2x x 0 x x      

 Αν Δ = 0  και 
β

S = = 0
α

 τότε το τριώνυμο έχει διπλή ρίζα το μηδέν γιατί: 

Αν 1x  είναι η διπλή ρίζα τότε 1 1 1 1x x 0 2x 0 x 0       
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 Αν Δ > 0  και 
γ

P = = 1
α

 τότε το τριώνυμο έχει αντίστροφες ρίζες γιατί: 

Αν 1x , 2x  είναι οι ρίζες τότε 
1

2

x 0

1 2 1
x 0

2

1
x x 1 x

x




    

 Αν Δ = 0  και 
γ

P = = 1
α

 τότε το τριώνυμο έχει διπλή ρίζα τον αριθμό 1 ή τον αριθμό 1  γιατί:  

Αν 1x  είναι η διπλή ρίζα τότε 2

1 1 1 1x x 1 x 1 x 1       

 

 Αν Δ 0  και P = 0  τότε το τριώνυμο έχει τουλάχιστον μία ρίζα ίση με μηδέν γιατί: 

Αν 1x , 2x  είναι οι ρίζες τότε 
1 2 1 2x x 0 x 0 ή x 0     

Προφανώς αν είναι διπλή ρίζα τότε είναι το μηδέν. 

 

 Αν Δ > 0  και 
γ

P = > 0
α

 τότε το τριώνυμο έχει ομόσημες ρίζες. 

 Αν  Δ > 0  και 
γ

P = < 0
α

 τότε το τριώνυμο έχει ετερόσημες ρίζες. 

 Αν Δ > 0  , 
γ

P = > 0
α

 και 
β

S = > 0
α

 τότε το τριώνυμο έχει θετικές ρίζες. 

 Αν Δ > 0  , 
γ

P = > 0
α

 και 
β

S = < 0
α

 τότε το τριώνυμο έχει αρνητικές ρίζες. 

 

Το τριώνυμο ως ανίσωση 2ου βαθμού: 
2 2 2 2x x 0 ή x x 0 ή x x 0 ή x x 0                     

Το πρόσημο και οι ρίζες του τριωνύμου σε κάθε περίπτωση φαίνονται στους παρακάτω πίνακες.  

Αν 0   τότε: 

 

 

 
 

Αν 0   τότε: 

 

 

 

 

Αν 0   τότε: 

 
 

x  
                            1x                       2x                       

 

ΤΡΙΩΝΥΜΟ 

Πρόσημο 

του α 

    Αντίθετο 

    Πρόσημο  

       του α  

     Πρόσημο  

        του α  

 

 
 

 
 

 

 
 

 

x  
                      

 

ΤΡΙΩΝΥΜΟ Πρόσημο του α 

 

x  
                   1x                  

 

ΤΡΙΩΝΥΜΟ 

     Πρόσημο  

        του α 

   Πρόσημο  

      του α 
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16. Έννοια συνάρτησης 
 

 

Ορισμός συνάρτησης f από ένα σύνολο Α σε ένα σύνολο Β: 
 

Έστω Α,Β δύο μη κενά σύνολα. Ονομάζουμε συνάρτηση με πεδίο ορισμού το Α μια διαδικασία (κανόνα)  

f , με την οποία κάθε στοιχείο x A  αντιστοιχίζεται σε ένα μόνο αριθμό y B . Το y ονομάζεται τιμή 

της  f  στο x και συμβολίζεται με  f x . Για να εκφράσουμε τη διαδικασία αυτή, γράφουμε: 

      f : A B  

       x f x  

 Το γράμμα x παριστάνει οποιοδήποτε στοιχείο του Α και λέγεται ανεξάρτητη μεταβλητή,  

      ενώ το γράμμα y, που παριστάνει την τιμή της f στο x, λέγεται εξαρτημένη μεταβλητή. 

 Το πεδίο ορισμού Α της f συμβολίζεται με 
fD . 

 

Σύνολο τιμών μίας συνάρτησης f : A B  : 
 

Το σύνολο που έχει για στοιχεία του τις τιμές της f σε όλα τα x A , λέγεται σύνολο τιμών της f και 

συμβολίζεται με  f A . Είναι δηλαδή:      f A y / y f x ,x A    

 

Προσοχή! Το σύνολο τιμών της f είναι υποσύνολο του Β, δηλαδή  f A   . 

 

Ορισμός πραγματικής συνάρτησης f : 

Ονομάζουμε πραγματική συνάρτηση με πεδίο ορισμού το Α μια διαδικασία (κανόνα)  f , με την οποία 

κάθε στοιχείο x A  αντιστοιχίζεται σε ένα μόνο πραγματικό αριθμό y. Το y ονομάζεται τιμή της  f  στο 

x και συμβολίζεται με  f x . Για να εκφράσουμε τη διαδικασία αυτή, γράφουμε: 

      f : A   

       x f x  

 Το γράμμα x παριστάνει οποιοδήποτε στοιχείο του Α και λέγεται ανεξάρτητη μεταβλητή,  

      ενώ το γράμμα y, που παριστάνει την τιμή της f στο x, λέγεται εξαρτημένη μεταβλητή. 

 Το πεδίο ορισμού Α της f συμβολίζεται με fD . 

 

17. Μονοτονία και ακρότατα συνάρτησης 

Μια συνάρτηση  f  λέγεται: 

  γνησίως αύξουσα σ’ ένα διάστημα  Δ του πεδίου ορισμού της, όταν για οποιαδήποτε 1 2x , x Δ  με 

    1 2x x  ισχύει 1 2f (x ) f (x )   

 

 γνησίως φθίνουσα σ’ ένα διάστημα  Δ του πεδίου ορισμού της, όταν για οποιαδήποτε  1 2x , x Δ  με    

    1 2x x  ισχύει: 1 2f (x ) f (x )  

 

Αν μια συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως φθίνουσα σ’ ένα διάστημα Δ του πεδίου ορισμού 

της, τότε λέμε ότι η f είναι γνησίως μονότονη στο Δ. 
 

Μια συνάρτηση  f  με πεδίο ορισμού Α θα λέμε ότι: 

 Παρουσιάζει στο 0x A  (ολικό) μέγιστο, το  0f x , όταν    0f x f x   για κάθε  x A . 
 

 Παρουσιάζει στο 0x A  (ολικό) ελάχιστο, το 0f (x ) , όταν 0f (x) f (x )   για κάθε  x A . 
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18. Καρτεσιανές συντεταγμένες 
 

 

Έστω το σημείο  ,   . Το συμμετρικό σημείο του Α : 

 ως προς τον άξονα y΄y είναι το  ,    

 ως προς την αρχή των αξόνων, δηλαδή το  0,0  είναι το 

 ,    

 ως προς τον άξονα x΄x είναι το  ,    

 

 

Έστω το σημείο  ,   . Το συμμετρικό σημείο του Μ ως προς την 

ευθεία y x είναι το  ,   . 

 

Η απόσταση των σημείων  A Ax , y  και  B Bx , y  δίνεται από τον τύπο: 

     
2 2

B A B Ax x y y      

 

19. Γραφική παράσταση συνάρτησης 
 

 

Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο ορισμού Α και Οxy ένα σύστημα συντεταγμένων στο επίπεδο. Το 

σύνολο των σημείων  M x, y  για τα οποία ισχύει  y f x , δηλαδή το σύνολο των σημείων 

  M x,f x , x A , λέγεται γραφική παράσταση της f και συμβολίζεται με fC . 

 

Ένα σημείο  M ,  ανήκει στην γραφική παράσταση μίας συνάρτησης f αν και μόνον αν  f    . 

 

 

Συμμετρίες γραφικής παράστασης συνάρτησης: 

 
 

 Η γραφική παράστασης της συνάρτησης f  είναι συμμετρική, ως 

προς τον άξονα x x , της γραφικής παράστασης της f, γιατί 

αποτελείται από τα σημεία   M x, f x  που είναι συμμετρικά των 

  M x,f x , ως προς τον άξονα x x . (Σχ.1)  

 

 
 

 
 

 Η γραφική παράσταση της f   αποτελείται από τα τμήματα της fC  

που βρίσκονται πάνω από τον άξονα x x  και από τα συμμετρικά, ως 

προς τον άξονα x x , των τμημάτων της fC  που βρίσκονται κάτω από 

τον άξονα αυτόν. (Σχ.2) 
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 Η γραφική παράσταση της  f x  είναι συμμετρική, ως προς τον 

άξονα y΄y, της γραφικής παράστασης της f. (Σχ.3)  
 

 
 

 

20. Μετατόπιση καμπύλης 
 

 

Αν γνωρίζουμε την γραφική παράσταση μίας συνάρτησης φ, τότε η γραφική παράσταση της συνάρτησης: 

    f x x c    ή    g x x c    με c 0  προκύπτει, αν μετατοπίσουμε την C κατακόρυφα κατά 

c μονάδες πάνω ή κάτω, αντιστοίχως. 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

    f x x c    ή    g x x c    με c 0  προκύπτει, αν μετατοπίσουμε την C  οριζόντια κατά c 

μονάδες δεξιά ή αριστερά, αντιστοίχως. 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

    1 2g x f x c c     με 1 2c ,c 0  προκύπτει, αν μετατοπίσουμε την fC  οριζόντια κατά 1c  μονάδες 

αριστερά ή δεξιά και κατακόρυφα κατά 2c  μονάδες πάνω ή κάτω. 

 Προσοχή! Στην μετατόπιση καμπύλων, μετατοπίζονται και οι ασύμπτωτές τους. 
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21. Άρτιες – Περιττές – Περιοδικές συναρτήσεις 

Άρτια ονομάζεται μία συνάρτηση, αν για κάθε fx D  

ισχύει και fx D   και επιπλέον:      f x f x   

Η γραφική παράσταση μίας άρτιας συνάρτησης έχει άξονα 

συμμετρίας τον y΄y. 

 

 

 

Περιττή ονομάζεται μία συνάρτηση, αν για κάθε fx D  

ισχύει και fx D   και επιπλέον:    f x f x    

Η γραφική παράσταση μίας περιττής συνάρτησης έχει 

κέντρο συμμετρίας την αρχή O των αξόνων. Σε μία περιττή 

συνάρτηση ισχύει πάντα  f 0 0   αν το 0 ανήκει στο πεδίο 

ορισμού της, καθώς    f x f x   και για x το μηδέν 

προκύπτει:  f 0 0  

 

 

 

 

 

Περιοδική ονομάζεται μία συνάρτηση, αν υπάρχει 

πραγματικός αριθμός 0   τέτοιος, ώστε για κάθε fx D , 

να ισχύει: f f(x T) D ,    (x T) D      και  

     f x T f x T f x     

Ο θετικός πραγματικός Τ, ονομάζεται περίοδος της f. 

 

 

22. Ακολουθίες – Πρόοδοι 

Ακολουθίες: 
 

Ακολουθία πραγματικών αριθμών είναι μία αντιστοίχιση των φυσικών αριθμών 1,2,3,4,…,ν,… στους 

πραγματικούς αριθμούς. Δηλαδή είναι κάθε πραγματική συνάρτηση :   . Η εικόνα (σύνολο 

τιμών)     της ακολουθίας   συνήθως συμβολίζεται με  , ενώ η ακολουθία συμβολίζεται με   . 

Ο αριθμός στον οποίο αντιστοιχεί ένας φυσικός αριθμός ν καλείται ν – οστός ή γενικός όρος της 

ακολουθίας και συμβολίζεται με  . 
 

Πρόοδοι: 
 Μία ακολουθία λέγεται αριθμητική πρόοδος, αν κάθε όρος της προκύπτει από τον προηγούμενό του 

με πρόσθεση του ίδιου πάντοτε αριθμού. Τον αριθμό αυτόν τον συμβολίζουμε με ω και τον λέμε 

διαφορά της προόδου. Επομένως, η ακολουθία    είναι αριθμητική πρόοδος με διαφορά ω, αν και 

μόνον αν ισχύει ν+1 να = α + ω . Ο νιοστός όρος μίας αριθμητικής προόδου με πρώτο όρο 1  και 

διαφορά ω είναι  ν 1α = α + ν 1 ω . 

Έστω τρεις αριθμοί α,β,γ οι οποίοι είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου και έστω ω η διαφορά 

της, τότε: β α = γ β = ω  . 

Τρεις αριθμοί α,β,γ είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου αν και μόνον αν ισχύει 
α + γ

β =
2

.  

Ο αριθμός 
α + γ

β =
2

 λέγεται αριθμητικός μέσος των α,γ. 
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Το άθροισμα των πρώτων ν όρων αριθμητικής προόδου    με διαφορά ω είναι:  

     ν 1 ν 1

ν ν
S = α + α = 2α + ν 1 ω

2 2
  

 

 Μία ακολουθία λέγεται γεωμετρική πρόοδος, αν κάθε όρος της προκύπτει από τον προηγούμενό του 

με πολλαπλασιασμό επί τον ίδιο πάντοτε μη μηδενικό αριθμό. Τον αριθμό αυτόν τον συμβολίζουμε με 

λ και τον λέμε λόγου της προόδου. Επομένως, η ακολουθία    είναι γεωμετρική πρόοδος με λόγο λ, 

αν και μόνον αν ισχύει ν+1 να = λ α . 

Ο νιοστός όρος μίας γεωμετρικής προόδου με πρώτο όρο 1  και λόγο λ  είναι: ν 1

ν 1
α = α

 . 

Έστω τρεις αριθμοί α,β,γ οι οποίοι είναι διαδοχικοί όροι γεωμετρικής προόδου και έστω λ ο λόγος της, 

τότε: 
β γ

= = λ
α β

. 

Τρεις αριθμοί α,β,γ είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου αν και μόνον αν ισχύει 2
β = αγ .  

Ο αριθμός β = αγ  λέγεται γεωμετρικός μέσος των α,γ. 

Το άθροισμα των πρώτων ν όρων γεωμετρικής προόδου    με λόγο 1   είναι:  

ν

ν 1

1
S = α

1

 

 
 

Σε περίπτωση που ο λόγος της προόδου είναι 1   τότε ν 1S = ν α . 

 

23. Μονάδες μέτρησης γωνίας 

Χρησιμοποιούμε δύο μονάδες μέτρησης γωνιών την μοίρα  1  και το ακτίνιο (1 rad).  

Τόξο ενός ακτινίου σε κύκλο ακτίνας ρ είναι το τόξο με μήκος ίσο με την ακτίνα ρ. 

Ακτίνιο (1 rad) είναι η γωνία η οποία όταν γίνει επίκεντρη σε έναν κύκλο βαίνει σε τόξο ενός ακτινίου. 

Για να μετατρέψουμε τις γωνίες σε ακτίνια και το αντίθετο χρησιμοποιούμε τον τύπο 
180

 



, όπου   

είναι τα ακτίνια και   οι μοίρες.  

Παράδειγμα: Έχουμε μία γωνία 12
 και θέλουμε να την μετατρέψουμε σε ακτίνια. Είναι 

12 1

180 180 15 15

    
      

  
 άρα η γωνία 12

 είναι 
15


 rad.                 

 

Οι σημαντικότερες γωνίες είναι οι παρακάτω: 

o0 rad 0 rad 30 rad 45 rad 60
6 4 3

    
     

 

o 3
rad 90 rad 180 rad 270 2 rad 360

2 2
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24. Τριγωνομετρικοί αριθμοί οξείας γωνίας ορθογωνίου τριγώνου 

Έστω ω οξεία γωνία ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΓ , τότε ορίζουμε τους παρακάτω τριγωνομετρικούς 

αριθμούς της γωνίας ω: 

 Ημίτονο της γωνίας ω το οποίο συμβολίζεται με  και ισχύει: 

έ ά

ί

    
 

  
 

 

 Συνημίτονο της γωνίας ω το οποίο συμβολίζεται με   και ισχύει:  

ί ά

ί

    
 

  
 

 

 Εφαπτομένη της γωνίας ω το οποίο συμβολίζεται με  και ισχύει:  

έ ά

έ ά

    
 

    
 

 

 Συνεφαπτομένη της γωνίας ω το οποίο συμβολίζεται με  και ισχύει: 

έ ά

έ ά

    
 

    
 

 
 

25. Τριγωνομετρικοί αριθμοί τυχαίας γωνίας ω 
 

Σε ορθοκανονικό σύστημα αξόνων Οxy θεωρούμε την ημιευθεία Οt και την 
γωνία ω που παράγεται από την περιστροφή της Οx προς την θετική φορά 

(αντίθετη από τους δείκτες του ρολογιού) ή προς την αρνητική φορά (ίδια με 

τους δείκτες του ρολογιού) , έως ότου συμπέσει με την Ot. Έστω  x, y  

σημείο της Ot  το οποίο βρίσκεται σε απόσταση ρ από την αρχή των αξόνων.  

Είναι   2 2x y      , έτσι ορίζουμε τους αριθμούς:  

y
 


  ,  

x



  ,  

y

x
    και  

x

y
  τους οποίους ονομάζουμε 

τριγωνομετρικούς αριθμούς γωνίας ω. 
 

Αν ο ημιάξονας Ox κάνει μία πλήρη περιστροφή προς τα θετικά (αντίστοιχα 

προς τα αρνητικά) και διαγράψει επιπλέον μία γωνία ω προς την ίδια 

κατεύθυνση, τότε η συνολική γωνία είναι 360    (αντίστοιχα 360  ) . 

Η γωνία αυτή έχει την ίδια τελική πλευρά με την γωνία ω (αντίστοιχα την 

γωνία ) και προφανώς έχουν τους ίδιους τριγωνομετρικούς αριθμούς.  

Γενικά οι γωνίες 360 ,      και ω ,  καθώς και οι γωνίες 

360 ,     και   έχουν τους ίδιους τριγωνομετρικούς αριθμούς.  

Δηλαδή  360        και    360         

(ομοίως και οι άλλοι τριγωνομετρικοί αριθμοί). 

 

 



www.Askisopolis.gr 

26 

 

26. Τριγωνομετρικός κύκλος 

Ένας κύκλος λέγεται τριγωνομετρικός όταν έχει κέντρο την αρχή των 

αξόνων  0,0  ενός συστήματος συντεταγμένων Oxy και ακτίνα 1  .  

Θεωρούμε την γωνία ω , της οποίας η τελική πλευρά τέμνει τον 

τριγωνομετρικό κύκλο στο σημείο  x, y  , όπως φαίνεται στο σχήμα. 

Παρατηρούμε ότι:  

 
y y

y
1

   


τεταγμένη του σημείου Μ 

 
x x

x
1

   


τετμημένη του σημείου Μ 

Για το λόγο αυτό ο άξονας x΄x λέγεται και άξονας των συνημιτόνων, ενώ ο άξονας y΄y λέγεται και 

άξονας των ημιτόνων.  

Θυμόμαστε ότι στο 1ο τεταρτημόριο όλοι οι τριγωνομετρικοί αριθμοί είναι θετικοί, στο 2ο είναι θετικό 

μόνο το ημίτονο , στο 3ο είναι θετική η εφαπτομένη και η συνεφαπτομένη και στο 4ο είναι θετικό μόνο 
το συνημίτονο. Δηλαδή, για τα 4 τεταρτημόρια του τριγωνομετρικού κύκλου ισχύει η σειρά ΟΗΕΣ . 

(Όλα θετικά – Ημίτονο θετικό – Εφαπτομένη και συνεφαπτομένη θετικές – Συνημίτονο θετικό). 

 

27. Βασικοί τριγωνομετρικοί αριθμοί 
 

Γωνία ω Τριγωνομετρικοί αριθμοί 

Σε μοίρες Σε rad ημω συνω εφω σφω 
 

0  

 

0  
 

0  
 

1  
 

0  
Δεν 

ορίζεται 
 

30
 

6


 

1

2
 3

2
 

3

3
 

 

3  
 

45
 

4


 2

2
 

2

2
 

 

1  

 

1  

 

60
 

3


 3

2
 

1

2
 

 

3  
3

3
 

 

90
 

2


 

 

1  

 

0  
Δεν 

ορίζεται 

 

0  

 

180  

 

  
 

0  
 

1  

 

0  
Δεν 

ορίζεται 
 

270
 

3

2


 

 

1  
 

0  
Δεν 

ορίζεται 

 

0  

 

360
 

 

2  
 

0  
 

1  
 

0  
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28. Αναγωγή στο 1ο τεταρτημόριο 

Γωνία Τεταρτημόριο Πρόσημα Σχέση 
 

 
 

  

 

 
 

4ο 

0         

0         

0         

0         

 

 
  

 

 
2ο 

0          

0          

0          

0          

 

 
 

  

 

 
 

3ο
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0           

0           

0           
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3
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4ο  

0   3
 
2

 
   

 


  

0   3

2

 
    







 

0   3

2

 
   
 


  

0   3

2

 
   

 


  

  

 

  

 

29. Τριγωνομετρικές ταυτότητες 
 

 
2 2

2 2

2 2

1
1

1

  



 
   

 



  



 

 

 

 

1

1


 

 
 
 







 

  

 

 Αν 0   και 0   τότε 1   
 

 2

2

1

1
 

  
 

 

 
2

2

21

 
 

  
 

 

Βασικές τριγωνομετρικές ανισότητες: 

 2x 1 1 x 1 0 x 1            
 

 2x 1 1 x 1 0 x 1            
 

30. Τριγωνομετρικοί αριθμοί γωνίας 2ω 

 2 2     

 
2 2

2
2

2 2

2
2

1

1 2

2 1 2 2
2

2 12 2 1

2

  


 

 

 
  

     
       

       


 
 







 

2
2

2

1 2 1 2

1 2 1 2
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31. Τριγωνομετρικοί αριθμοί αθροίσματος γωνιών 

            

           

           

            

  
1

  
   

  
 

  
1

  
   

  
 

  
1 

   
 

 

  
1 

   


 

 

32. Τριγωνομετρικές εξισώσεις 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παράδειγμα: Να λύσετε τις εξισώσεις: 

α)
1

x
2

                      β)
2

x
2

                      γ)
3

x
2

                    δ) x 1    

 

ε) x 3                  στ) x x 0     με  x 0,2   
 

Λύση 
 

α)
1 5

x x x 2 ή x 2 x 2 ,
2 6 6 6 6

      
                 

   
    

β) 
2

x x x
2 4 4

  
            

 
 

5
x 2 ή x 2 x 2 ,

4 4 4

   
          

 
 

,

x 2

x ή

x 2

   

  





   




 

  

 
 

x x 2 ,         

 

x x ,         
 

 

x x ,         
 

 

,x 0 x       0
2

,x x


       

x x
2

,1 2


       

 

,x 1 x 2       

2 ,x 1 x
2


        

 

,x 1 x 2          



www.Askisopolis.gr 

30 

 

γ) 
3 5

x x x x
2 6 6 6

   
                 

 
 

5
x 2 ,

6


     

δ) 
3 3

x 1 x x x x ,
4 4 4 4

    
                    

 
 

ε) 
5 5

x 3 x x x x ,
6 6 6 6

    
                 

 
 

στ)  x x 0 x x 1         

       1
ος

 τρόπος: Έστω ότι x 0   τότε από την (1) είναι και x 0  . 

       Επομένως 2 2x x 1 0 1       άτοπο , άρα x 0  . 

       
ό ) ώx 3

1 1 x 1 x ,
x 4

    
          


 

       Πρέπει 
3 3 5 3 5

0 x 2 0 2 0
4 4 4 4 4

  
                    ή 1   

       Άρα  
3

1 x
4


   ή  

7
x

4


  

       2
ος

 τρόπος: Έστω ότι x 0   τότε από την (1) είναι και x 0  . 

       Επομένως 2 2x x 1 0 1       άτοπο , άρα x 0  . 

       
ό ) ώx 3

1 1 x 1 x ,
x 4

    
         


 και ομοίως με πριν επειδή  x 0,2      

       προκύπτει  
3

1 x
4


   ή  

7
x

4


  . 

33. Πολυώνυμα 

 Μονώνυμο του x λέγεται κάθε παράσταση της μορφής x  , όπου   και  . Μονώνυμο του 

x καλούμε επίσης κάθε πραγματικό αριθμό. 

 

 Πολυώνυμο του x λέγεται κάθε παράσταση της μορφής : 
1 2

1 2 1 0x x x x 

            , όπου 1 2 1 0, , , , ,         και  . 

Τα μονώνυμα 1 2

1 2 1 0x , x , , x , x, 

       λέγονται όροι του πολυωνύμου και οι αριθμοί 

1 2 1 0, , , , ,       λέγονται συντελεστές του.  

 

 Τα πολυώνυμα της μορφής 0  , δηλαδή οι πραγματικοί αριθμοί λέγονται σταθερά πολυώνυμα. Ειδικά 

το σταθερό πολυώνυμο 0  λέγεται μηδενικό πολυώνυμο. 

 

 Αν 0   τότε ο αριθμός   λέγεται βαθμός του πολυωνύμου. Είναι φανερό ότι κάθε σταθερό και μη 

μηδενικό πολυώνυμο έχει βαθμό 0 . Για το μηδενικό πολυώνυμο δεν ορίζεται βαθμός. 
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Ίσα πολυώνυμα: 

Δύο πολυώνυμα 1

1 1 0x x x 

           και  1

1 1 0x x x 

         με     είναι ίσα 

όταν 0 0 1 1 1 1, , , , , ,                    . 
 

 

Πράξεις πολυωνύμων: 

 Αν το άθροισμα δύο μη μηδενικών πολυωνύμων είναι μη μηδενικό πολυώνυμο, τότε ο βαθμός του 
αθροίσματος είναι ίσος ή μικρότερος από τον μέγιστο των βαθμών των δύο πολυωνύμων. 

 Ο βαθμός του γινομένου δύο μη μηδενικών πολυωνύμων είναι ίσος με το άθροισμα των βαθμών των δύο 

αυτών πολυωνύμων. 
 

Τιμή και ρίζα πολυωνύμου: 

Αριθμητική τιμή ή απλά τιμή του πολυωνύμου για x    λέγεται ο αριθμός 

  1

1 1 0P  

              . Αν είναι  P 0   τότε ο   λέγεται ρίζα του πολυωνύμου. 

 

Διαίρεση πολυωνύμων: 

Ταυτότητα της διαίρεσης: Για κάθε ζεύγος πολυωνύμων  Δ x  και   δ x 0 , υπάρχει μοναδικό ζεύγος 

πολυωνύμων  π x  και  υ x  για τα οποία ισχύει:         Δ x δ x π x υ x , όπου  υ x  είναι το μηδενικό 

πολυώνυμο ή έχει βαθμό μικρότερο από τον βαθμό του  δ x . Το  Δ x  λέγεται διαιρετέος, το  δ x  

διαιρέτης, το  π x  πηλίκο και το  υ x  υπόλοιπο της διαίρεσης.  

Η διαδικασία της διαίρεσης μοιάζει με αυτή των πραγματικών αριθμών. Παρακάτω παραθέτουμε ένα 

παράδειγμα. 

 

Παράδειγμα: Να γίνει η διαίρεση    4 3 2
x + 4x 3x + 2 : x 2x + 5  . 

 

1
ο
 βήμα: Κάνουμε το σχήμα της διαίρεσης και τοποθετούμε τα 

πολυώνυμα στις θέσεις του διαιρετέου και του διαιρέτη 

αντίστοιχα, κατά τις φθίνουσες δυνάμεις. Αν λείπει κάποια 

δύναμη την συμπληρώνουμε με συντελεστή μηδέν. 

 

 

2
ο
 βήμα: Διαιρούμε τον πρώτο όρο του Διαιρετέου  4x  με 

τον πρώτο όρο του διαιρέτη  2x . Το αποτέλεσμα 

4 2 2x : x x  είναι ο πρώτος όρος του πηλίκου.  

24 3 2 x 2x 5x 4x 0x 3x 2     
 

24 3 2

2

x 2x 5x 4x 0x 3x 2

x
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3
ο
 βήμα: Πολλαπλασιάζουμε τον πρώτο όρο του πηλίκου, 

δηλαδή το  2x  με τον διαιρέτη, δηλαδή 

 2 2 4 3 2x x 2x 5 x 2x 5x      και το γινόμενο το 

αφαιρούμε από τον διαιρετέο και έτσι προκύπτει το πρώτο 

μερικό υπόλοιπο. (Για την ακρίβεια δεν αφαιρούμε αλλά 

προσθέτουμε τον αντίθετο).  

4
ο
 βήμα: Θεωρούμε το πρώτο μερικό υπόλοιπο ως 

διαιρετέο και επαναλαμβάνουμε τα βήματα 2 και 3 έως 

ότου το υπόλοιπο να είναι βαθμού μικρότερου από τον 

διαιρέτη.  

Το πηλίκο της διαίρεσης είναι   2x x 6x 7     και 

το υπόλοιπο είναι το  x 19x 33    . Η ταυτότητα 

της διαίρεσης είναι: 

  4 3 2 2 2x 4x 0x 3x 2 x 2x 5 x 6x 7 19x 33            

Παρατηρήσεις: Αν  υ x 0  τότε η διαίρεση λέγεται τέλεια και η ταυτότητα γίνεται       Δ x δ x π x . 

Στην περίπτωση αυτή λέμε ότι το  δ x  διαιρεί το  Δ x  ή ότι το  δ x  είναι παράγοντας του  Δ x . 

Θεώρημα:  

«Το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύμου  P x  με το x ρ είναι ίσο με την τιμή του πολυωνύμου 

για x = ρ , δηλαδή  υ = P ρ » 

Για παράδειγμα το υπόλοιπο της διαίρεσης    P x : x 2  με το   3P x x x 1    είναι ο αριθμός 

  3P 2 2 2 1 9      . 

 

Σχήμα Horner: 

Όταν ο διαιρέτης σε μία διαίρεση είναι πολυώνυμο της μορφής x   τότε η διαίρεση γίνεται πιο εύκολα με 

το σχήμα Horner. Παρακάτω παραθέτουμε ένα παράδειγμα. 

Παράδειγμα: Να κάνετε την διαίρεση    4 2
x 5x + 3x + 4 : x 2  . 

1
ο
 βήμα: Γράφουμε τον διαιρετέο κατά τις φθίνουσες δυνάμεις συμπληρώνοντας τις δυνάμεις που λείπουν 

με συντελεστή μηδέν:   4 3 2
Δ x = x + 0x - 5x + 3x + 4  

2
ο
 βήμα: Στη συνέχεια κατασκευάζουμε ένα πίνακα με 

τρείς γραμμές. Στην πρώτη γραμμή τοποθετούμε τους 

συντελεστές του διαιρετέου και στο τέλος 

συμπληρώνουμε την γραμμή με μία στήλη ακόμα με το 

 . Στην περίπτωσή μας είναι 2  . 

3
ο
 βήμα: Κατεβάζουμε τον πρώτο συντελεστή στο 1ο 

κουτί της 3ης  γραμμής. Το 1ο κουτί της 2ης γραμμής 

μένει πάντα κενό. 

1  0  5  3  4  2   

     

     

 

1  0  5  3  4  2   

      

1      

 

4 3 2 2

4 3 2 2

3 2

x 4x 0x 3x 2 x 2x 5

x 2x 5x x

6x 5x 3x 2

     

  


  
 

24 3 2

24 3 2

3 2

3 2

2

2

x 2x 5x 4x 0x 3x 2

x 6x 7x 2x 5x

6x 5x 3x 2

6x 12x 30x

7x 33x 2

7x 14x 35

19x 33
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4
ο
 βήμα: Πολλαπλασιάζουμε τον πρώτο αριθμό της 3η 

γραμμής με το   και γράφουμε το γινόμενο στο 2ο 

κουτί της 2ης στήλης. Στη συνέχεια προσθέτουμε όλους 

τους αριθμούς της 2ης στήλης και το άθροισμα το 

τοποθετούμε στο 3ο κουτί της 2ης στήλης. 

5
ο
 βήμα: Εκτελούμε διαδοχικά το 4ο βήμα αντίστοιχα 

για κάθε στήλη. Για παράδειγμα πολλαπλασιάζουμε τον 

2ο αριθμό της 3ης γραμμής με το   και γράφουμε το 

γινόμενο στο 2ο κουτί της 3ης στήλης, προσθέτουμε τους 

αριθμούς της 3ης στήλης και το άθροισμα το γράφουμε στο 3ο κουτί της 3ής στήλης κ.ο.κ. 

Όταν συμπληρωθούν όλα τα κουτιά τότε στο τελευταίο κουτί της 3ης γραμμής είναι το υπόλοιπο της 

διαίρεσης και τα υπόλοιπα κουτιά είναι οι αντίστοιχοι συντελεστές στο πολυώνυμο  x , το οποίο είναι το 

πηλίκο. Δηλαδή στη συγκεκριμένη διαίρεση ο διαιρετέος είναι πολυώνυμου 4ου βαθμού άρα το πηλίκο είναι 

πολυώνυμο 3ου βαθμού με συντελεστές τους αριθμούς 1 , 2 , 1 , 1  δηλαδή   3 2x x 2x x 1     . Τέλος η 

ταυτότητα της διαίρεσης είναι   4 2 3 2x 5x + 3x + 4 = x 2 x 2x x 1 6      . 

Θεώρημα: 

«Ένα πολυώνυμο  P x  έχει παράγοντα το x ρ αν και μόνον αν το   είναι ρίζα του  P x , δηλαδή αν 

και μόνον αν  P ρ = 0 » 

34. Πολυωνυμικές εξισώσεις και ανισώσεις 

 Πολυωνυμική εξίσωση βαθμού  ονομάζουμε κάθε εξίσωση της μορφής:  
1

1 1 0x x x 0 

           

 Ρίζα μίας πολυωνυμικής εξίσωσης ονομάζουμε κάθε ρίζα του πολυωνύμου 

  1

1 1 0P x x x x 

           , δηλαδή κάθε αριθμό  , για τον οποίο ισχύει  P 0  . 

 

Θεώρημα ακέραιων ριζών: 

«Έστω η πολυωνυμική εξίσωση ν ν-1

ν ν-1 1 0α x + α x + + α x + α = 0  με ακέραιους συντελεστές. Αν ο 

ακέραιος ρ 0 είναι ρίζα της εξίσωσης, τότε ο   είναι διαιρέτης του σταθερού όρου 0α » 

Παρατήρηση: Από το θεώρημα των ακεραίων ριζών καταλαβαίνουμε ότι οι πιθανές ακέραιες ρίζες μίας 

πολυωνυμικής εξίσωσης είναι οι διαιρέτες του σταθερού όρου. 

 

Μέθοδος επίλυσης πολυωνυμικής εξίσωσης: 

Η επίλυση μίας πολυωνυμικής εξίσωσης εξαρτάται από τον βαθμό της. 

 Αν είναι 1ου βαθμού της μορφής x 0   , τότε χωρίζουμε γνωστούς από αγνώστους, δηλαδή γίνεται 

x    και εργαζόμαστε όπως δείξαμε σε προηγούμενη ενότητα. 

 Αν είναι 2ου βαθμού, δηλαδή της μορφής 2x x 0      με 0  , τότε έχουμε ένα τριώνυμο και 

εργαζόμαστε όπως δείξαμε σε προηγούμενη ενότητα. 

 Αν ο βαθμός της εξίσωσης είναι 2   τότε φέρνουμε την εξίσωση στην μορφή 
1

1 1 0x x x 0 

           και εργαζόμαστε ως εξής: 

1  0  5  3  4  2   

  2     

1  2     

 

1  0  5  3  4  2   

  2  4  2  2  

1  2  1  1  6  
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 Ελέγχουμε μήπως με τις γνωστές μεθόδους μπορούμε να παραγοντοποιήσουμε το πολυώνυμο 

  1

1 1 0P x x x x 

           με παράγοντες 1ου και 2ου βαθμού. Τότε η εξίσωση  P x 0  

θα γίνει            1 2 1 2P x P x P x 0 P x 0 ή P x 0 ή ή P x 0      . 

 Αν η παραγοντοποίηση δεν είναι εύκολη τότε εκτελούμε τα ακόλουθα βήματα: 

 1ο
 βήμα: Βρίσκουμε τις πιθανές ακέραιες ρίζες της εξίσωσης (διαιρέτες του σταθερού όρου). 

 2ο
 βήμα: Με αντικατάσταση προσπαθούμε να βρούμε μία από τις πιθανές ακέραιες ρίζες η οποία 

είναι ρίζα της εξίσωσης. Έστω ότι βρίσκουμε ότι η 1  είναι ρίζα. 

 3ο
 βήμα: Κάνουμε σχήμα Horner με 1    και μέσω της ταυτότητας της διαίρεσης 

παραγοντοποιούμε το πολυώνυμο.  
 4ο

 βήμα: Εφαρμόζουμε διαδοχικά τα βήματα 1,2,3 για κάθε ένα από τα πηλίκα των διαιρέσεων έως 

ότου όλοι οι παράγοντες του πολυωνύμου να γίνουν 1ου ή 2ου βαθμού. 

 5ο
 βήμα: Λύνουμε με τις διαδικασίες που χρησιμοποιούμε στις εξισώσεις 1ου και 2ου βαθμού την 

εξίσωση: 

           1 2 1 2P x P x P x 0 P x 0 ή P x 0 ή ή P x 0       
 

Παραθέτουμε ένα παράδειγμα επίλυσης μίας εξίσωσης 3ου βαθμού: 
 

 

Παράδειγμα: Να λύσετε την εξίσωση 
3

x 7x + 6 = 0 . 

 

Πιθανές ακέραιες ρίζες της εξίσωσης είναι οι διαιρέτες του 6  δηλαδή οι 1, 2, 3, 6    . Παρατηρούμε ότι το 

1  είναι ρίζα της εξίσωσης άρα κάνουμε σχήμα Horner με 1  . 

 

Άρα η εξίσωση γίνεται: 

  3 2x 7x + 6 = 0 x 1 x x 6 0     

2x 1 0 ή x x 6 0        

x 1 ή x 3 ή x 2      

 

Μέθοδος επίλυσης πολυωνυμικής ανίσωσης: 

Η επίλυση μίας πολυωνυμικής ανίσωσης εξαρτάται από τον βαθμό της. 

 Αν είναι 1ου βαθμού της μορφής x 0   , τότε χωρίζουμε γνωστούς από αγνώστους, δηλαδή γίνεται 

x    και εργαζόμαστε όπως δείξαμε σε προηγούμενη ενότητα. 

 Αν είναι 2ου βαθμού, δηλαδή της μορφής 
2x x ή 0       με 0  , τότε έχουμε ένα τριώνυμο και 

εργαζόμαστε όπως δείξαμε σε προηγούμενη ενότητα. 

 Αν ο βαθμός της εξίσωσης είναι 2   τότε φέρνουμε την εξίσωση στην μορφή 
1

1 1 0x x x 0 

           και εργαζόμαστε όπως παραπάνω για να την παραγοντοποιήσουμε 

(είτε με γνωστές μεθόδους είτε με σχήμα Horner). Έτσι έρχεται στην μορφή :      1 2P x P x P x ή 0    

με όλα τα πολυώνυμα να είναι 1ου ή 2ου βαθμού. Στη συνέχεια εκτελούμε τα ακόλουθα βήματα: 

 1ο
 βήμα: Λύνουμε τις      1 2P x 0 , P x 0 , , P x 0    για να βρούμε τις ρίζες του κάθε 

πολυωνύμου και που είναι θετικό, με συμπέρασμα να γνωρίζουμε και που είναι αρνητικό.  

 2ο
 βήμα: Τοποθετούμε τα πρόσημα στον πίνακα προσήμων και πολλαπλασιάζοντας τα πρόσημα της 

κάθε στήλης, βρίσκουμε το πρόσημο του  P x . (Αν το άθροισμα των αρνητικών προσήμων σε μία 

στήλη είναι περιττός αριθμός τότε το γινόμενο όλων των προσήμων της στήλης θα είναι αρνητικό, ενώ 

αν είναι άρτιος αριθμός θα είναι θετικό) 
 

 

 

1  0  7  6  1   

  1  1  6  

1  1  6  0  
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Παραθέτουμε ένα παράδειγμα επίλυσης μίας ανίσωσης 3ου βαθμού: 

 
 

Παράδειγμα: Να λύσετε την εξίσωση 3
x 7x + 6 0  . 

Παραγοντοποιούμε το πολυώνυμο   3P x x 7x + 6   όπως στο παραπάνω παράδειγμα με χρήση σχήματος 

Horner και έτσι η ανίσωση παίρνει την μορφή:   3 2x 7x + 6 0 x 1 x x 6 0      . 

Είναι x 1 0 x 1     με την ισότητα να ισχύει για x 1 . 

Είναι    2x x 6 0 x , 3 2,          με την ισότητα να ισχύει για x 3   ή x 2  (Την ανίσωση 

την λύσαμε με τις γνωστές διαδικασίες του τριωνύμου) 

 

Κατασκευάζουμε έναν πίνακα προσήμων ως εξής: 

 

 

 

 

 

Όπως φαίνεται στον παραπάνω πίνακα ισχύει      P x 0 x 3,1 2,       

 

Εξισώσεις και ανισώσεις που ανάγονται σε πολυωνυμικές: 

 Εξισώσεις και ανισώσεις με βοηθητικό άγνωστο: Έχουμε μία εξίσωση (ανίσωση) η οποία λύνεται 

αν θέσουμε μία μεταβλητή ώστε να δημιουργήσουμε ένα πολυώνυμο. Στο τέλος δεν ξεχνάμε να 
επιλύσουμε ως προς αυτό που θέσαμε. 

 
 

Παράδειγμα 1: Να λύσετε την ανίσωση 
10 5

x 31x 32 > 0  . 

Θέτουμε 5x   και τελικά λύνουμε την 2 31 32 0    , έτσι βρίσκουμε ότι    1 32,      

δηλαδή 5x 1 x 1      ή 5x 32 x 2    άρα    x , 1 2,     . 

 
 

Παράδειγμα 2: Να λύσετε την εξίσωση 
3 2

2ημ x 3ημ x 11ημx + 6 = 0  .  

Θέτουμε x    με 1 1    άρα λύνουμε την 3 22 3 11 6 0       και βρίσκουμε 

2 x 2 ύ         ή 

x 2
1 1 6

,x x
52 2 6

x 2
6


  


        




  








  ή 

3 x 3 ύ      άρα τελικά έχουμε: 

3 2

x 2
6

2 x 3 x 11 x 6 0
5

x
6

,

2


 










     







 





 

 

 Ρητές εξισώσεις της μορφής 
 
 

 
 

 
 

Α x Γ x E x
+ =

B x Δ x Z x
:  

Αρχικά παίρνουμε τους κατάλληλους περιορισμούς δηλαδή  x 0   και  x 0   και  Z x 0 . Στη 

συνέχεια βρίσκουμε το ΕΚΠ των παρονομαστών και πολλαπλασιάζουμε κάθε όρο με αυτό. Έτσι με τις 

αντίστοιχες απλοποιήσεις καταλήγουμε σε μία πολυωνυμική εξίσωση. 

x     3           1             2     

x 1          
2x x 6           

 P x          
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Παράδειγμα: Να λύσετε την εξίσωση  
2

2

x + 2x + 4 1 4
+ =

x + 2 x 2 x 4


 
. 

Έχουμε τους εξής περιορισμούς: Πρέπει x 2 0 x 2      και x 2 0 x 2     και 

  2x 4 0 x 2 x 2 0 x 2 ή x 2          άρα τελικά πρέπει x 2 x 2    . 

Το ΕΚΠ των παρονομαστών είναι το    x 2 x 2   άρα έχουμε  

2

2

x 2x 4 1 4

x 2 x 2 x 4

 
   

  

   x 2 x 2  
 

2x 2x 4

x 2

 


 x 2   

 

1
x 2

x 2



  x 2 x 2   

  

4

x 2 x 2 


  2x 2 x 2x 4 x 2 4 x 1            

 

 Ρητές ανισώσεις της μορφής 
 
 

 
 

 
 

Α x Γ x E x
+ < ή >

B x Δ x Z x
: 

Αρχικά παίρνουμε τους κατάλληλους περιορισμούς δηλαδή  x 0   και  x 0   και  Z x 0 . Στη 

συνέχεια βρίσκουμε το ΕΚΠ των παρονομαστών, φέρνουμε όλα τα κλάσματα στο ένα μέλος, τα κάνουμε 

ομώνυμα και τα κάνουμε ένα κλάσμα. Έτσι καταλήγουμε σε μία ανίσωση της μορφής 
 

 

x
ή 0

N x


   και 

τότε γίνεται    x N x ή 0    και εργαζόμαστε με τον πίνακα προσήμων όπως στην πολυωνυμικές 

ανισώσεις. 

 

Παράδειγμα: Να λύσετε την ανίσωση  
2

x 4 10
+

x 2 x + 1 x 1
 

 
. 

Έχουμε τους εξής περιορισμούς: πρέπει x 1  και x 1  . Βρίσκουμε το ΕΚΠ, τα φέρνουμε όλα μπροστά, 

τα κάνουμε ομώνυμα και τα τελικά ένα κλάσμα και έχουμε:  

  
   

2
2

2

x 4 10 x 5x 6
0 x 5x 6 x 1 x 1 0

x 2 x 1 x 1 x 1 x 1

 
          

    
 

Εργαζόμαστε όπως στις πολυωνυμικές ανισώσεις και προκύπτει    x 3, 2 1,1     . 

 

 Άρρητη εξίσωση με ένα ριζικό  ν Α x : 

Αρχικά παίρνουμε τον πρώτο περιορισμό  x 0   ώστε να ορίζεται η ρίζα. Στη συνέχεια απομονώνουμε 

στο ένα μέλος την ρίζα ώστε η εξίσωση να πάρει την μορφή    A x B x   και παίρνουμε τον δεύτερο 

περιορισμό  x 0   αφού το πρώτο μέρος της εξίσωσης είναι μη αρνητικό. Προσοχή! Το σύνολο 

ορισμού της εξίσωσης προκύπτει μόνον από τον περιορισμό  x 0  . Από το περιορισμό  x 0   

βρίσκουμε το σύνολο στο οποίο έχει λύση η εξίσωση.  

Με τους περιορισμούς ισοδύναμα έχουμε:            A x B x A x x A x x


         

 

Παράδειγμα: Να λύσετε την εξίσωση x + 1 + x = 1 . 

 

Πρέπει x 1 0 x 1      και γίνεται: 

 

 
2

x 1 0 x 1

x 1
. ή

x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 1 x 0 ή x 3
   


 

                . 
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 Άρρητη εξίσωση με δύο ριζικά  ν Α x  και  κ Β x : 

Αρχικά παίρνουμε τους περιορισμούς  x 0   και  x 0   ώστε να ορίζονται οι ρίζες. Στη συνέχεια 

απομονώνουμε στο ένα μέλος την μία ρίζα ώστε η εξίσωση να πάρει την μορφή      A x B x x     

και παίρνουμε τον περιορισμό    B x x 0     αφού το πρώτο μέρος της εξίσωσης είναι μη αρνητικό. 

Προσοχή! Το σύνολο ορισμού της εξίσωσης προκύπτει μόνον από τον περιορισμό  x 0   και 

 x 0  . Από το περιορισμό    B x x 0     βρίσκουμε το σύνολο στο οποίο έχει λύση η 

εξίσωση.  

Με τους περιορισμούς ισοδύναμα έχουμε: 

            A x B x x x B x x


           

 

Παράδειγμα: Να λύσετε την εξίσωση x + 3 x + 2 = 1 .  

 

Πρέπει x 3 0 x 3      και x 2 0 x 2      άρα τελικά x 3  .  

 

 
2

x 2 1 0
ύ ά x

x 3
ή

x 3 x 2 1 x 3 x 2 1 x 3 x 2 1 x 6

  
     




                  

 
 

 Άρρητες ανισώσεις: 
Στις άρρητες ανισώσεις εργαζόμαστε όπως στις εξισώσεις, δηλαδή παίρνουμε τους περιορισμούς για τα 

υπόριζα, απομονώνουμε την μία ρίζα στο ένα μέλος και παίρνουμε περιπτώσεις όπως παρακάτω: 

 Αν είναι της μορφής    x B x   , με το  x  οποιαδήποτε παράσταση που μπορεί να περιέχει κα 

ριζικά, τότε αν  x 0   η ανίσωση ισχύει για κάθε τιμή του x, με βάση τον περιορισμό στα υπόριζα. 

 Αν είναι της μορφής    x B x   , με το  x  οποιαδήποτε παράσταση που μπορεί να περιέχει κα 

ριζικά, τότε αν  x 0   η ανίσωση γίνεται:        x B x A x B x       

 Αν είναι της μορφής    x B x   , με το  x  οποιαδήποτε παράσταση που μπορεί να περιέχει κα 

ριζικά, τότε αν  x 0   η ανίσωση είναι αδύνατη. 

 Αν είναι της μορφής    x B x   , με το  x  οποιαδήποτε παράσταση που μπορεί να περιέχει κα 

ριζικά, τότε αν  x 0   η ανίσωση γίνεται:        x B x A x B x       

 

Παρατηρήση: Όταν λύνουμε μία ανίσωση ή μία εξίσωση προσέχουμε οι λύσεις να ικανοποιούν τους 

περιορισμούς που έχουν προκύψει. 

 

35. Λογάριθμοι 

Ο αριθμός e: 

Αποδεικνύεται ότι 
1

lim 1 2,718280...





 
  
 

 . Τον αριθμό στον οποίο τείνει η ποσότητα 
1

1



 
 
 

 

καθώς το ν αυξάνεται απεριόριστα τον συμβολίζουμε με e. 
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Λογάριθμοι με βάση το 0 < α 1 : 

Έννοια: Ο log   είναι ο εκθέτης στον οποίο πρέπει να υψώσουμε το 0 1    για να βρούμε  . 

Επειδή log     τότε 0  . 

Συνέπειες:  log
1. log 1 0 2. log 1 3. log 4.  

            

Ιδιότητες λογαρίθμων: 

Αν 0 1    τότε για κάθε 1 2, , 0     και   ισχύουν: 

  1 2 1 2log log log         

 1
1 2

2

log log log  


   


 

 log log

      

 

Δεκαδικοί λογάριθμοι: 

Οι λογάριθμοι με βάση το 10 λέγονται δεκαδικοί ή κοινοί λογάριθμοι. Ο δεκαδικός λογάριθμος ενός 

θετικού αριθμού   συμβολίζεται με log  αντί 10log  . 

Ισχύει log1 0 , log10 1 , log10    και log10    . 

 

Φυσικοί λογάριθμοι: 

Οι λογάριθμοι με βάση το e  λέγονται φυσικοί ή νεπέριοι λογάριθμοι. Ο φυσικός λογάριθμος ενός 

θετικού αριθμού   συμβολίζεται με ln  αντί elog  . 

Ισχύει ln1 0 , ln e 1 , ln e    και lne    . 

 

Αλλαγή βάσης: 

Αποδεικνύεται ότι αν , 0    με , 1   , τότε για κάθε 0   ισχύει: 
log

log
log







 


. 

Σύμφωνα με τον τύπο αυτόν έχουμε 
log

log
log




 


 και 

ln
log

ln



 


. Έτσι προκύπτει και η σχέση 

ln
log

ln10


  . 

 

 
 

36. Κανόνες εύρεσης πεδίου ορισμού συνάρτησης 

Για να βρούμε το πεδίο ορισμού μίας συνάρτησης, αρκεί να βρούμε τις τιμές του x για τις οποίες 

ορίζονται οι πράξεις που αναγράφονται στον αντίστοιχο τύπο της συνάρτησης.  

1. Πολυωνυμικές συναρτήσεις: 

Ο τύπος έχει την μορφή   1

1 1 0f x x x x 

           και δεν υπάρχουν περιορισμοί, άρα 

μία πολυωνυμική συνάρτηση ορίζεται στο . 

 

2. Ρητές συναρτήσεις: 

Ο τύπος έχει την μορφή  
 

 

g x
f x

h x
  όπου g και h δύο συναρτήσεις.  

Για να ορίζεται η f πρέπει gx D  και  hx D  και  h x 0 . 
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3. Άρρητες συναρτήσεις: 

Ο τύπος έχει την μορφή    f x g x  με  1   όπου g μία συνάρτηση.  

Για να ορίζεται η f πρέπει gx D  και  g x 0 . 

 

4. Συνάρτηση υψωμένη σε δύναμη με ρητό εκθέτη: 

Ο τύπος έχει την μορφή    f x g x


     με   και  1  , όπου g μία συνάρτηση.  

Για να ορίζεται η f πρέπει gx D  και  g x 0 . 

 

5. Συνάρτηση μέσα σε λογάριθμο: 

Ο τύπος έχει την μορφή    f x log g x     όπου g μία συνάρτηση.  

Για να ορίζεται η f πρέπει gx D  και  g x 0 . 

 

6. Συνάρτηση σε εκθέτη: 

Ο τύπος έχει την μορφή    g x
f x   με 0 1   , όπου g μία συνάρτηση.  

Για να ορίζεται η f πρέπει gx D . 

 

7. Συνάρτηση μέσα σε ημίτονο: 

Ο τύπος έχει την μορφή    f x g x     όπου g μία συνάρτηση.  

Για να ορίζεται η f πρέπει gx D . 

 

8. Συνάρτηση μέσα σε συνημίτονο: 

Ο τύπος έχει την μορφή    f x g x      όπου g μία συνάρτηση.  

Για να ορίζεται η f πρέπει gx D . 

 

9. Συνάρτηση μέσα σε εφαπτομένη: 

Ο τύπος έχει την μορφή    f x g x     όπου g μία συνάρτηση. Ο τύπος της f μπορεί να γραφεί 

με βάση την τριγωνομετρική ταυτότητα 
x

x
x


 


 ως  

 

 

g x
f x

g x

  

  

.  

Για να ορίζεται η f πρέπει gx D  και    g x 0 g x ,
2


        . 

 

10. Συνάρτηση μέσα σε συνεφαπτομένη: 

Ο τύπος έχει την μορφή    f x g x     όπου g μία συνάρτηση. Ο τύπος της f μπορεί να γραφεί 

με βάση την τριγωνομετρική ταυτότητα 
x

x
x


 


 ως  

 

 

g x
f x

g x

  

  

.  

Για να ορίζεται η f πρέπει gx D  και    g x 0 g x ,        . 
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37. Βασικές συναρτήσεις 

Πολυωνυμικές συναρτήσεις: 

Μορφή:   1 2

1 2 1 0f x x x x x 

             , όπου 1 2 1 0, , , , ,         και  . 

Πεδίο ορισμού: 
fD   

 

1. Η συνάρτηση f(x) = αx + β : 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x) x   , ,   με 

   , είναι μία ευθεία που τέμνει τον άξονα y΄y στο σημείο (0,β).  

Πεδίο ορισμού:
fD  . 

Σύνολο τιμών: f (A)  . 

Ιδιότητες: 

 Τέμνει τον άξονα y΄y στο σημείο  0, . 

 Αν 0   τότε διέρχεται από το  0,0 . 

 Αν 0   έχουμε την σταθερή συνάρτηση η οποία ισούται με έναν 

πραγματικό αριθμό και είναι παράλληλη στον άξονα x΄x.  

 Αν 0   τότε η   είναι οξεία γωνία και η συνάρτηση είναι γνησίως 

αύξουσα. 

 Αν 0   τότε η   είναι αμβλεία γωνία και η συνάρτηση είναι 

γνησίως φθίνουσα. 

Προσοχή! Δεν γίνεται 
2


   rad γιατί τότε θα είχαμε μία κατακόρυφη 

ευθεία, η οποία δεν είναι συνάρτηση. 

 

 

 

 

Βασικές ευθείες: 

Οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f (x) x  και g(x) x  είναι 

οι διχοτόμοι των γωνιών των αξόνων. 

 

 

2. H συνάρτηση 2f(x) = αx + βx + γ : 

Είναι  
2

2f x x x x , x
2 4

  
          

  
 με , ,    και 0  .  

Η γραφική της παράσταση είναι μία παραβολή, που έχει κορυφή το σημείο ,
2 4

  
   

  
 και έχει 

ως άξονα συμμετρίας την ευθεία x
2


 


.  

Πεδίο ορισμού: fD  .  

 

Σύνολο τιμών: f (A) ,
4

 
    

 αν 0    και  f (A) ,
4

 
    

 αν 0   

 

Επίσης για την μονοτονία του ισχύουν τα εξής: 
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 Αν 0   τότε η συνάρτηση f είναι γνησίως φθίνουσα στο διάστημα ,
2

 
   

 και γνησίως 

αύξουσα στο διάστημα ,
2

 
   

.  

Παρουσιάζει ελάχιστο στο x
2


 


 το f

2 4

  
   

  
 δηλαδή έχει ελάχιστο το σημείο 

,f ,
2 2 2 4

       
          

       
. Δεν έχει μέγιστο. 

 Αν 0   τότε η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα ,
2

 
   

 και γνησίως 

φθίνουσα στο διάστημα ,
2

 
   

.  

Παρουσιάζει μέγιστο στο x
2


 


 το f

2 4

  
   

  
 δηλαδή έχει μέγιστο το σημείο 

,f ,
2 2 2 4

       
          

       
. Δεν έχει ελάχιστο. 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

3. H συνάρτηση 3f(x) = αx : 

Για τη συνάρτηση 3f (x) x  , έχουμε: 

Πεδίο ορισμού: fD  . 

Σύνολο τιμών: f (A)  . 

 

Ιδιότητες:  

 Η f είναι περιττή και διέρχεται από το κέντρο των αξόνων. 

 

 Αν 0   είναι γνησίως αύξουσα. 

  

 Αν 0   είναι γνησίως φθίνουσα.  
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Η συνάρτηση 
α

f(x) =
x

 : 

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης f (x) ,
x


 α 0  είναι μία υπερβολή. 

Πεδίο ορισμού: fD  . 

Σύνολο τιμών: f (A)  . 

Ιδιότητες:  
 

 Η f είναι περιττή και έχει ασύμπτωτες του άξονες. 

 
 Αν 0   είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα από τα διαστήματα  ,0   

και  0, . 

 
 Αν 0   είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από τα διαστήματα  ,0   

και  0, . 

 
 Δεν είναι γνησίως μονότονη στο πεδίο ορισμού της.  

 

 

Οι συναρτήσεις f(x) = x  , g(x)= x   και  h(x) = x : 

Για τις συναρτήσεις f (x) x , g(x) x   και h(x) x , ισχύει: 

Πεδίο ορισμού:    f gD 0, ,  D ,0     και hD   

Σύνολο τιμών:  f (A) g(A) h(A) 0,     

Ιδιότητες:  

 

 Η h είναι άρτια.  

 

 H f είναι γνησίως αύξουσα και έχει ολικό ελάχιστο για x 0  το  f 0 0 . 

 

 Η g είναι γνησίως φθίνουσα και έχει ολικό ελάχιστο για x 0  το  g 0 0 . 

 
 

 

 

 Η h είναι γνησίως φθίνουσα στο  ,0 , γνησίως αύξουσα στο  0,  και έχει 

ολικό ελάχιστο για x 0  το  h 0 0 . 

 

 Οι γραφικές παραστάσεις των f,g είναι συμμετρικές ως προς τον άξονα x΄x.  
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Οι τριγωνομετρικές συναρτήσεις: 

 
1. Η συνάρτηση f(x) = ημx : 

Πεδίο ορισμού: fA   

Σύνολο τιμών: Επειδή 1 x 1     η f έχει σύνολο τιμών το    f 1,1    

 

Συμμετρίες: Επειδή      f x x x f x         για κάθε x , η f είναι περιττή, οπότε η 

γραφική της παράσταση έχει κέντρο συμμετρίας τo  O 0,0 . 

 

Περιοδικότητα: Είναι       f x 2 x 2 x f x          και  f x 2    

   x 2 x f x       , δηλαδή      f x 2 f x 2 f x       για κάθε x , οπότε η f είναι 

περιοδική με περίοδο 2π. 

 

Μονοτονία: Επειδή η f είναι περιοδική με περίοδο 2π θα μελετήσουμε την f ως  

προς τη μονοτονία στο διάστημα  0,2 . 

Στο διάστημα 0,
2

 
 
 

 η f είναι γνησίως αύξουσα. Στο διάστημα ,
2

 
 

 
 η f είναι γνησίως φθίνουσα. 

Στο διάστημα 
3

,
2

 
 
 

 η f είναι γνησίως φθίνουσα. Τέλος στο διάστημα 
3

,2
2

 
 

 
 η f είναι γνησίως 

φθίνουσα. 

 

Ακρότατα: Στο διάστημα  0,2 η f παρουσιάζει μέγιστο στο x
2


  το  

       f 1
2 2

  
   

 
 και ελάχιστο στο 

3
x

2


  το 

3 3
f 1

2 2

  
    

 
. 

 

Γραφική παράσταση:  

Η γραφική παράσταση της f στο διάστημα  0,2  

φαίνεται στο διπλανό σχήμα. 

 
 

 

 

Επειδή η συνάρτηση  f x x   είναι περιοδική, με περίοδο 2π, η γραφική της παράσταση έχει την 

ίδια μορφή στα διαστήματα [2π, 4π], [4π, 6π] κτλ. καθώς και στα διαστήματα [-2π, 0], [-4π, -2π] κτλ. 
 

Έτσι έχουμε την ακόλουθη γραφική παράσταση της συνάρτησης ημίτονο, η οποία 

λέγεται ημιτονοειδής καμπύλη. 
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2. Η συνάρτηση f(x) = συνx : 

Πεδίο ορισμού: fA   

Σύνολο τιμών: Επειδή 1 x 1     η f έχει σύνολο τιμών το    f 1,1    

 

Συμμετρίες: Επειδή      f x x x f x        για κάθε x , η f είναι άρτια, οπότε η 

γραφική της παράσταση έχει άξονα συμμετρίας τον y΄y. 

 

Περιοδικότητα: Είναι       f x 2 x 2 x f x          και  f x 2    

   x 2 x f x       , δηλαδή      f x 2 f x 2 f x       για κάθε x , οπότε η f 

είναι περιοδική με περίοδο 2π. 

 

Μονοτονία: Επειδή η f είναι περιοδική με περίοδο 2π θα μελετήσουμε την f ως προς τη μονοτονία 

στο διάστημα  0,2 . 

Στο διάστημα 0,
2

 
 
 

 η f είναι γνησίως φθίνουσα. Στο διάστημα ,
2

 
 

 
 η f είναι γνησίως φθίνουσα. 

Στο διάστημα 
3

,
2

 
 
 

 η f είναι γνησίως αύξουσα. Τέλος στο διάστημα 
3

,2
2

 
 

 
 η f είναι γνησίως 

αύξουσα. 

 

Ακρότατα: Στο διάστημα  0,2 η f παρουσιάζει μέγιστο στα x 0  και x 2  το 

   f 0 f 2 0 2 1         και ελάχιστο στο x    το  f 1     . 

 

Γραφική παράσταση:  

Η γραφική παράσταση της f στο διάστημα  0,2  

φαίνεται στο διπλανό σχήμα. 

 

 
 

Επειδή η συνάρτηση  f x x   είναι περιοδική, με περίοδο 2π, η γραφική της παράσταση έχει την 

ίδια μορφή στα διαστήματα [2π, 4π], [4π, 6π] κτλ. καθώς και στα διαστήματα [-2π, 0], [-4π, -2π] κτλ. 

 
Έτσι έχουμε την ακόλουθη γραφική: 

 

 

 

 

 

 

 
3. Η συνάρτηση f(x) = εφx : 

Πεδίο ορισμού:  fA x / x 0 x / x ,
2

 
         

 
 

Σύνολο τιμών:  f    

 

Συμμετρίες: Επειδή για κάθε fx A  είναι fx A   και    f x x      x f x     η f είναι 

περιττή, οπότε η γραφική της παράσταση έχει κέντρο συμμετρίας την αρχή των αξόνων. 
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Περιοδικότητα: Είναι       f x x x f x          και    f x x      

     x x x f x             , δηλαδή      f x f x f x       για κάθε fx A , 

οπότε η f είναι περιοδική με περίοδο π. 

 

Μονοτονία: Επειδή η f είναι περιοδική με περίοδο π θα μελετήσουμε την f ως προς τη μονοτονία σε 

διάστημα πλάτους π, έστω στο ,
2 2

  
 
 

. 

Στο διάστημα ,0
2

 
 
 

 παρατηρούμε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα. Στο διάστημα 0,
2

 
 
 

 

παρατηρούμε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα. Συνεπώς η f είναι γνησίως αύξουσα στο ,
2 2

  
 
 

. 

 

Γραφική παράσταση:  

Δίνοντας τιμές στη συνάρτηση,  
προκύπτει η γραμμή του διπλανού σχήματος ως γραφική  

παράσταση της f στο διάστημα ,
2 2

  
 
 

. 

 

Επειδή η συνάρτηση  f x x   είναι περιοδική, με περίοδο π, η γραφική της 

παράσταση έχει την ίδια μορφή στα διαστήματα 
3 3 5

, , ,
2 2 2 2

      
   
   

 καθώς και 

στα διαστήματα 
3 5 3

, , ,
2 2 2 2

      
      
   

κτλ. 

Έτσι έχουμε την ακόλουθη γραφική: 
 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

4. Η συνάρτηση f(x) = σφx : 

Πεδίο ορισμού:    fA x / x 0 x / x ,          

Σύνολο τιμών:  f    

 

Συμμετρίες: Επειδή για κάθε fx A  είναι fx A   και    f x x       x f x     η f 

είναι περιττή, οπότε η γραφική της παράσταση έχει κέντρο συμμετρίας την αρχή των αξόνων. 
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Περιοδικότητα: Είναι       f x x x f x          και  f x   

       x x x x f x                 , δηλαδή      f x f x f x       για κάθε 

fx A , οπότε η f είναι περιοδική με περίοδο π. 

 

Μονοτονία:  Η f είναι γνησίως φθίνουσα στο  0,  καθώς οι τιμές της διαρκώς ελαττώνονται στο 

διάστημα αυτό. 

 

Γραφική παράσταση: Η γραφική παράσταση της f φαίνεται στο παρακάτω σχήμα: 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

5. Η συνάρτηση  ωxf(x) = ρημ  με > 0ρ  και > 0ω : 

Πεδίο ορισμού: fA   

Σύνολο τιμών: Επειδή 1 x 1 x           η f έχει σύνολο τιμών το    f ,     

 

Συμμετρίες: Επειδή      f x x x f x         για κάθε x , η f είναι περιττή, 

οπότε η γραφική της παράσταση έχει κέντρο συμμετρίας την αρχή των αξόνων. 

 

Περιοδικότητα: Η f είναι  περιοδική με περίοδο 
2

 


  γιατί  f x T   

   
2

x x 2 x f x
  

             
  

 και όμοια    f x T f x  . 

 

Ακρότατα: Στο διάστημα  0,  η f παρουσιάζει μέγιστο στο x
4


  το 

T 2
f

4 4 2

    
         

   
 και ελάχιστο στο 

3
x

4


  το   

3 6 3
f

4 4 2

   
      

 
. 

 
 

 

Πίνακας μεταβολών: Για να κάνουμε τη γραφική 
παράσταση της συνάρτησης χρειαζόμαστε τον 

διπλανό συγκεντρωτικό πίνακα μεταβολών της f.  

 
 

 

 

x   0         Τ/4     Τ/2    3Τ/4       Τ 

 

 

ρημωx 

 
1   2 

            2   1 

 

0 

ρ 

0 

-ρ 

0 
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Παράδειγμα: Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης  f x 3 2x ,x    . 

Λύση 
 

Η f είναι της μορφής ρημ(ωx) με 3   και 2  . 

Η f έχει πεδίο ορισμού το  και περίοδο 
2

2


     

Χωρίζουμε το διάστημα μιας περιόδου  0, στα σημεία:
4 4

 
 ,  

2 2

 
  και 

3 3

4 4

 
  

Ο αντίστοιχος πίνακας μεταβολών της f και η γραφική της παράσταση στο διάστημα  0, είναι: 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 

Η γραφική παράσταση της f στο είναι: 
 

 

 
 

 

 

  
 

 

 
 

 

6. Η συνάρτηση  ωxf(x) = ρσυν  με > 0ρ  και > 0ω : 

Πεδίο ορισμού: fA   

Σύνολο τιμών: Επειδή 1 x 1 x           η f έχει σύνολο τιμών το    f ,    . 

 

Συμμετρίες: Επειδή       f x x x f x         για κάθε x , η f είναι άρτια, οπότε 

η γραφική της παράσταση έχει άξονα συμμετρίας τον y΄y. 

 

Περιοδικότητα: Η f είναι  περιοδική με περίοδο 
2

 


 γιατί  f x T   

   
2

x x 2 x f x
  

             
  

και όμοια    f x T f x  . 

  

Ακρότατα: Στο διάστημα  0,  η f παρουσιάζει μέγιστο στα x 0   και x   το 

   f 0 f 0       και ελάχιστο στο x
2


  το   f

2

 
   

 





 
    

 
 

x   0         π/4          π/2     3π/4       π 

 
f 

 
 1   2 

            2    1 
 

0 

3 

0 

-3 

0 
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Πίνακας μεταβολών: Για να κάνουμε τη γραφική 

παράσταση της συνάρτησης χρειαζόμαστε τον 

διπλανό συγκεντρωτικό 

 

 

 

Παράδειγμα: Να γίνει η γραφική παράσταση της συνάρτησης  
x

f x 2 ,x
2

     

Λύση 
 

Η f είναι συμμετρική της  
x

g x 2
2

   ως προς τον άξονα x΄x, για το λόγο αυτό θα κατασκευάσουμε 

τη γραφική παράσταση της g και στη συνέχεια θα σχεδιάσουμε τη συμμετρική της ως προς τον x΄x. H g 

είναι της μορφής ρσυν(ωx) με 2   και
1

2
 . 

Έχει περίοδο 
2

4
1

2


    , έχει μέγιστο το 2   και ελάχιστο το 2   . 

Χωρίζουμε το διάστημα μιας περιόδου  0,4 στα σημεία:
4

4 4

 
   ,  

4
2

2 2

 
   και 

3 12
3

4 4

 
   . 

Ο αντίστοιχος πίνακας μεταβολών της g και η γραφική της παράσταση στο διάστημα  0,  είναι: 

 
 

 

 
 

 

 

Η γραφική παράσταση της f στο  είναι: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x    0          π         2π      3π     4π 

 

g 

 
2              1 

      2   1 
 

2 2 

0 

-2 

0 

x   0         Τ/4      Τ    3Τ/4    Τ 

 

 

ρσυνωx 

 
 2             1 

      2   1 

 

ρ ρ 

0 

-ρ 

0 
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H Εκθετική συνάρτηση xf(x) = α  με 0 < α 1 :  

 
Πεδίο ορισμού: fD    

Σύνολο τιμών:  f (A) 0,    

Μονοτονία: Αν 0 1    τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο , ενώ αν 1   τότε η f είναι γνησίως 

αύξουσα στο . 

Γραφική παράσταση:  

Επειδή έχει σύνολο τιμών το  0,  τότε  f x 0  για κάθε x και δεν τέμνει τον άξονα x΄x . Ισχύει 

  0f 0 1    άρα τέμνει τον άξονα y΄y στο σημείο  0,1 . Επίσης έχει ασύμπτωτη τον άξονα x΄x. Η 

γραφική της παράσταση δίνεται στα παρακάτω σχήματα. 

 

 

 

 

 

 

 

H Λογαριθμική συνάρτηση   αf x = log x  με 0 < α 1 : 

Πεδίο ορισμού:  fD 0,    

Σύνολο τιμών: f (A)    

Μονοτονία: Αν 0 1    τότε η f είναι γνησίως φθίνουσα στο , ενώ αν 

1   τότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο  

 

 

Γραφική παράσταση: Επειδή έχει πεδίο ορισμού το  0,  τότε δεν τέμνει 

τον άξονα y΄y 

 Ισχύει  f 1 log 1 0   άρα τέμνει τον άξονα x΄x στο σημείο  1,0 . Επίσης 

έχει ασύμπτωτη τον άξονα y΄y. Η γραφική της παράσταση δίνεται στα διπλανά 

σχήματα. 

 

 

Παρατήρηση: 

Οι γραφικές παραστάσεις των xf (x)   , g(x) log x,  0,  1      είναι συμμετρικές ως προς την 

ευθεία y x , όπως φαίνεται στα παρακάτω σχήματα. 
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